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I. Absclmitt. 
Koordinaten. 



§ 1. Das rechtwinklige dreiaxige Koordinatensystem. 

Als einfachstes Koordinatensystem im Baum 
dient die Konfiguration von drei zu je zwei aufeinander 
senkrecliten Ebenen (Fig. 1); alsdann bestimmt jeder 
Punkt P des Baumes seine 3 Abstände von den drei 
Ebenen, bezw. deren Masszahlen in Bezug auf die (be- 
liebige aber feste) Längeneinheit. Die Ebenen selbst 
heissen Koordinaten-Ebenen, ihr Schnittpunkt : 
Anfangs- oder Nullpunkt; die Geraden, in welchen 
sich je 2 Ebenen schneiden, Koordinaten-Axen, 
sie werden als x-, y- und z-Axe, bezw. Abscissen, 
Ordinaten und Höhenaxe unterschieden; die Ebe- 
nen selbst werden als xy-, yz-, zx« Ebene bezeichnet. 
Damit umgekehrt jene Abstände, bezw. ihre Masszahlen 
den Punkt bestimmen, ist in Bezug auf jede der Koor- 
dinatenebenen eine Unterscheidung der beiden Teile 
nötig, in welche sie den Raum teilt (oben und unten, 
vorn und hinten, rechts und links). Diese Unter- 
scheidung ist getroffen, sobald wir auf jeder der Axen; 
wie in der Ebene (T. 1, S. 10) die beiden Richtungen 
durch + und — unterscheiden. Ohne diese Unter- 
scheidung würde es 8 Punkte geben, für welche die 
Abstände gleiche Werte hätten (dem absoluten Betrage 
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nach gleich wären), entsprechend den 8 Fächern, in 
welche die drei Koordinatenebenen den Raum teilen. 
Die so mit Vorzeichen versehenen Masszahlen der Ab- 
stände sind dann Koordinaten im Sinne der Definition 
T. 1. 8. 9; sie können als parallele Strecken zwischen 
parallelen Ebenen (Fig. 1) auch auf den Axen selbst 




Fig. 1. 

gemessen werden, so ist A = PPj = Xp ; OB = P^^ P = yp ; 
0C = P8P = Zp. Die Punkte P^ etc. sind die Projec- 
tionen des Punktes P auf die Koordinatenebenen, die 
Punkte A, B, C, die auf die Axen. Die Koordinaten 
können auch, nachdem auf den Axen die positiven 
Richtungen festgelegt sind, definiert werden als die 
Strecken, welche von den Axen abgeschnitten werden 
^urch Ebeneup welche (Jurch P^ den Koordinatenebenen 



Ortsgleichnng. 9 

parallel, gelegt werden ; z. B. wird die x-Koordinate A 
abgeschnitten durch die Parallele zur y z-Bbene : PP, AP,. 
Das hier bestimmte Koordinatensystem heisst: recht- 
winkliges, dreiaxiges Koordinatensystem- 
Man legt jetzt mit Rücksicht auf die Elektricitätslehre 
die Axen wie in Fig. 1, so dass, wenn man eine Schraube 
von 4" X nach + y dreht, sie auf + z vorwärts schreitet 
(Rechts-Öchrauben-System). 

§ 2. Ortsgleichung. 
Gegeben P{(Xj,yj,Zj) (kürzer P ^ Xj ...) ^ es soll 
die Entfernung r des Punktes P vom Nullpunkt (als 
absolute Länge) bestimmt werden. Es ist (Fig. 2) : 

r' = OP,*+y,'; 0P,' = x/ + z/5 somit 
1) r' = ^' + y.' + V. 

Sieht man in dieser Gleichung r als festgegebene 
Zahl an und x^ ; y^ ; z^ ; als einzeln betrachtet unbe- 
schränkt variabel und nur der Beschränkung durch die 
Gleichung 1 unterworfen (was durch Weglassen der 
Marke 1 gekennzeichnet wird), so wird 1) erfüllt von 
allen Punkten, welche von die Entfernung r haben 
und nur von diesem, somit ist 1), der man die Form 
X* + y' + z* — r* = geben kann, im Siune von T. 1, 
§4 die Gleichung der Kugel mit Centrum und 
Radius r. 

Man sieht, dass eine Gleichung zwischen den als 
variabel betrachteten Koordinaten f(x,y,z)=0 (Vgl. 
T. 1, S. 21, Anmerk.) im Allgemeinen eine unendlichfach 
unendliche Menge von Lösungen hat und somit (wenn 
die Funktion stetig ist) eine Fläche darstellt. Zwei 
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Gleichungen f = 0, 9> = haben eine einfach unendliche 
Menge gemeinsamer Lösungen und stellen somit eine 
Linie dar, was schon daraus erhellt, dass sie den Schnitt 
der Flächen f = und q> = liefern. Drei Gleichungen 
haben eine endliche Menge von Lösungen und ergeben 
daher eine bestimmte Anzahl von Punkten. So stellte 




Gleichung 

y* + z* — r* = einen Cylinder, dessen Querschnitt ein 
Kreis mit Radius r, dessen Axe die x-Axe ist. Die 
Gleichung x — x^ = ist { der Gesamtheit aller Punkte, 
welche von der yz-Ebene den Abstand Xj haben, d. h. 
sie ist die Gleichung der Parallelebene zur y z-Ebene im 
Abstand x^. Die Gleichungen x — Xj=0; y — yi=0 



Der Strahl durch 0. 11 

stellen die Gerade dar, in welcher sich die Ebenen 
x = Xj und y = yi schneiden, d. h. die Gerade PP, der 
Fig. 1. Und das System x — x^ = 0, y — yi = 0, 
z — Zj = liefert P als Schnitt der betre£Fenden drei 
Parallelebenen. Die Gleichung einer der Koordinaten- 
ebenen z. B. der x y - Ebene ist z = 0, und wenn man 
die Gleichungen f (x, y, z) = und z = kombiniert, so 
ergeben sie eine Linie in der z-Ebene, deren Gleichung 
f(x,y,0) = 0; betrachtet man also dauernd z = 0, so 
hat man es wieder mit der analytischen Geometrie der 
Ebene zu thun. 

§ 3. Der Strahl durch 0. 

Die Richtung des Strahls OP (Fig. 2) wird be- 
stimmt durch die Winkel, welche er mit den positiven 
Zweigen der Axen einschliesst, wobei die Winkel > 
und < 180 genommen werden. Sie seien der Reihe 
nach a, ßy y, P / x^ . . . und P, als blosse Länge be- 
trachtet, gleich r. Er ist (Fig. 2): 

. X, y, z. 

2) cos a = -^ ; cos /? = -^ ; cos y = — ^ 

oder Xj = r cos a etc. Setzt man diese Werte in 1) 
ein, so ergiebt sich die wichtige Relation 

3) cos *a + cos V + cos V = !• 

Diese Relation zeigt, dass durch 2 Winkel, z. B. 
a und ß bezw. deren Cosinus, der 3. Winkel bezw. sein 
Cosinus nicht völlig bestimmt ist. Dies ist geometrisch 
klar; derselbe Wert von « bezw. cos a kommt allen 
Kanten des Kegels zu, der durch Umdrehung eines 
Strahls entsteht, der mit OX den Winkel « bildet, 
desgl. ß allen des betreffenden Kegels mit der Axe OY. 



12 Koordinaten. 

Beide Kegel schneiden sich, ausser wenn « + /? = + 90, 
in welchem Falle cos y = 0, y = 90, in zwei symmetrisch 
zur xy-Ebene gelegenen Kanten, deren Winkel mit Z 
sich zu 2 Kochten ergänzen. Man sieht aber, dass cos a, 
cos ßj und das Zeichen von cos y hinreichen, um die 
Lage von P unzweideutig festzustellen ; cos a, cos ß^ 
cos/ heissen die Bichtungskosinus des Strahls OP. 

Durch r und die Winkel a, ß, y, zwischen deren 
Cosinus die Gleichung 3) besteht, wird die Lage des 
Punktes P bestimmt, diese Grössen liefern daher eben- 
falls ein Koordinatensystem, es heisst (T. 1, S. 82): 
Polarkoordinaten (in der Potentialtheorie und der 
Integralrechnung werden mit diesem Namen meist die 
sphärischen Koordinaten, Länge, Breite, Kugelradius 
bezeichnet). 

Sind die 3 Bichtungskosinus eines Strahls nicht 

selbst gegeben, sondern 3 Zahlen, o, p, q, denen die 

Cosinus proportional sein sollen, und sei o = Ä cos o ; 

p = ^ cos /? ; q = -^ cos y, so giebt 3) -^ = yo* + P*+q*> 

und wenn der absolute Betrag der Wurzel w genannt 

wird, und e, wie meist, "fY, d. h. also + 1 bezeichnet: 

Ä = ew, Man erhält daher zwei entgegengesetzt 

gerichtete Strahlen OP und OP', entsprechend 

o 

den beiden Systemen cos a = — etc. und cos a' = — — 

w w 

etc. Die 3 Zahlen o, p, q bestimmen also den Strahl OP 

nicht, wohl aber die Gerade PP'. Da jede Gerade g 

mit den Axen dieselben Winkel bildet, wie eine durch 

zu g gezogene Parallele, so ist die Richtung jeder 

Geraden g bestimmt durch 3 Zahlen o, p, q, denen die 

Cosinus der Winkel proportional sind, welche g oder 
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eine ihr parallele mit den positiven Zweigen der Axen 
bildet. Man kann o, p, q ansehen als die Koordinaten 
eines Punktes P, dessen Abstand von gleich w ist^ 
die Gerade g ist dann P parallel. — Die Gleichung 3) 
lässt sich geometrisch interpretieren. Nach einem be- 
kannten Satz der elementaren Stereometrie ist die 
Projektion Fp eines ebenen Elächenstücks F auf eine 
Ebene gleich P cos i, wo i der Neigungswinkel der 
beiden Ebenen ist; der Neigungswinkel zweier Ebenen 
ist aber gleich dem ihrer Lothe, und somit liefert 3) 
den Satz: 

DasQuadrat einer ebenenFigur ist gleich 
derSumme derQuadrate ihrer Projektionen 
auf die 3 Koordinatenebenen. 

§ 4. Zwei Strahlen. 

Seien OP und OP zwei Strahlen; a, b, c und 
a'... ihre Richtungscosinus; OP und OP der Länge 
nach gleich 1, Winkel POP sei v^ dann ist Dreieck 
POP =V, sinv; seine Projektion z. B. auf die zx- 
Ebene ist nach T. 1, S. 16 = '|, (ca' — ac'), somit liefert 
der letzte Satz die Formel: 

4) sin«v = (aV — a'b)« + (bc' — b'c)' + (ca'— c'a)*. 

Projiciert man den geschlossenen Linienzug der 
Fig. 2: OAPjPO auf OP', so ist (T, 1, S. 37, 38) die 
Summe der Projektionen Null und somit cos v = a cos a' 
+b cos /J' + c cos y', d, h. 

5) cos V = cos a cos a' + cos ß cos ß* + cos y cos /. 
Sind P und P' zwei beliebige Punkte auf denselben 
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Strahlen, P /x . . P'^x' . . . , so ist x = r cos a etc., also 

xx' + yy' + zz' 



5*) cos V : 



rr' 



Damit P und P' auf einander senkrecht stehen, 
und also auch je zwei ihnen parallele Geraden g und g' 
muss cos V = sein ; also ist die Bedingung, dass irgend 
zwei Gerade, gleichgültig, ob schneidend oder kreuzend, 
auf einander senkrecht stehen: 




6) cos a cos a' + cos ß cos ß' + cos y cos y' = 0, 
wo cos a . . ., cos a* , , . die Kichtungskosinus je eines der 
g und g' parallelen Strahlen sind. Die Formel 4) giebt 
beide Winkel, welche die beliebigen, der Richtung nach 
gegebenen Geraden einschliessen, die Formel 5) nur 
einen. Diese Formel ist identisch mit der 
Grundformel der sphärischen Trigonometrie, 
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dem yerallgemeinerten Pythagoras im Räume. Sei 
Fig.S ABC das sph. Dreieck, Kugelmittelpunkt, 
r Radius, B die positive y-Axe, O A B die x y- Ebene 
und die Bezeichnung der Seiten und Winkel die übliche. 

TP 

Es ist für den Strahl OA : Winkel a = -ö c; ß = c, 

y = 90. Die Koordinaten von ergeben sich, da 

COc=— — a ist und cOa = B, als x' = rsin acosB; 

y' = r cos a ; z' = r sin a sin B ; somit für die Richtungs- 
kosinus des Strahls C, da z. B. cos a' = x' : r ist : 
cos a' = sin a cos B ; cos ß' = cos a; cos y' = sin a sin B 
und für AO oder b giebt 5) : cos b = sin c sin a cos B 
+ cos c cos a. 

§ 5. Zwei Punkte, die Gerade durch sie. 
Seien (Fig. 4) P^ /x^ . . P, /x, . . . zwei Punkte, man 
denke sich durch P^ die Parallelen zu den positiven 
Axen gezogen^ so wird dadurch das Koordinatensystem 
parallel verschoben, die Koordinaten von P, in Bezug 
auf das neue System seien: ^,, f^„ ^,, so ist z. B. 
«^, =y, — yj. Die Winkel, welche Strahl PjP, mit 
den neuen -|--Axen bildet, sind dieselben, welche er 
mit den alten bildet. Die Fig. 4t bezw. die Formel 1) 
giebt dann, wenn d die Länge von P^P, bezeichnet 

1«) d« = (x,-x.)' + (y,-y.)' + (z,-z.)« 
und für die Richtungen erhält man: 

2») cos a = ^'"T^' etc. 

Sieht man in 1&) d als fest an, und ebenso x^.y^jZ^ 
d.h. also Punkt P^, dagegen x,... als, einzeln be- 
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trachtet, variabel und nur der Bedingung 1*) unter- 
worfen, so wird 1*) von allen Punkten, welche von P^ 
die Entfernung d haben, und nur von diesen erfüllt, 
ist also die Gleichung der Kugel, welche um das 
Centrum P^ mit dem Kadius d geschlagen ist. 




Fig. 4. 



Die Gleichungen 2*) stellen unter der Annahme 
dass P^ fest, und cos a . . . desgl., dagegen P, und 
damit x, . . . und d variabel, den Strahl P, Pj dar; 
giebt man d auch negative Werte, so erhält man in 2*) 
die Gleichungen der Geraden in der Form 
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7*) X = Xj + d cos a etc., wo nun d ein sog. Para- 
meter (v. T. 1, 8.171). Die Gleichungen 2*) lassen 
sich auch schreiben: , 

cos a cos ß cos y 

und wenn o p q drei Zahlen wie in § 3, so hat man in 

^ o p q 

die Gleichungen der geraden Linie, welche 
durch Fj geht und deren Richtungskosinus 
den Zahlen o, p, q proportional sind. 

Betrachtet man, wie in T. 1, § 3, einen Punkt 
P{x..,, der die Strecke P^P, im Verhältnis A teilt^ 
wo A negativ, wenn P innerhalb, positiv, wenn ausser- 
halb der Strecke PjPj liegt, so ist wieder nach den 
Streifensätzen : 

Insbesondere ist für die Mitte M von P^P, die 
Zahl A gleich — 1 und somit: 

Die Formeln 8) gelten für jedes beliebige dreiaxige 
Koordinatensystem. 

Beispiel: A, B, C, D seien 4 Punkte im Raum, 
deren Koordinaten durch die Marken 1 bis 4 unter- 
schieden werden sollen. Der Schwerpunkt a^ von B C D 
ist { Vj (Xj + Xj + X3), . , . Sei S der Punkt, der Aa^ von 
A aus im Verhältnis — 3 teilt (so dass AS = ^/^A(rJ, 
dann ist nach 8) 

Simon, Analytische Geometrie des Baumes. 2 
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+X3+X,)... 

Damit ist u. a. der Satz bewiesen: 

Die 4 Schwerlinien eines Tetraeders 
schneiden sich in einem Punkte und, von 
der Ecke aus gerechnet, im Verhältnis 3: 1. 

Man sieht sofort, wie der Satz sich durch Schluss 
von n auf n+1 auf jede behebige Konfiguration von 
Funkten überträgt. 

"Was in § 3 des ersten Teüs über die harmo- 
nische Zuordung von Funkten gesagt ist, behalt 
Gültigkeit, nur dass noch zu den Formeln 2), T. 1, die 
entsprechende für die 3. Koordinate hinzukommt: 
9) (z,+z,) (?+?') = 2 (z.z, + ?f'). 

Auch der Schluss des § 3, T. 1 bleibt, und wenn 
wir zwischen den Gleichungen 8) die Grösse A elimi- 
nieren, so erhalten wir in 
10) X— x, ^ y~y, ^ z, — z^ 

die Gleichungen der Geraden, welche durch 
die Funkte F^ und F, geht. 

Sei F, ein Funkt ausserhalb der Geraden Fj F, 
und A ^ Xa . . . irgend ein Funkt auf 

< y 

FjFj bestimmt durch 8), 
dann giebt 8) für irgend einen Funkt F { x . . . auf 
<■ > 

Xa — >l'x, 
x= ' , und da 
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Xa= * * , so wird 

^- 1— ;i — >i' 

und, wenn man A'{1 — X) = f* setzt, 

"^ ^ 1 — X-f,. ' 

welcher Gleichung man auch die symmetrische Form 
geben kann 

IM ^ a + ß + y ••• 

Indem man Ä und ^' bezw. aßy als Parameter 
im Sinne von 1. 8. 171 ansieht, welche die "Werte von 
— <Xi bis-f-QO durchlaufen, erhält man alle Punkte 
der Ebene P^P^Pg und 11) bezw. 11») sind also die 
Gleichungen dieser Ebene mittelst 2 Parameter. Eli- 
miniert man zwischen den 3 Gleichungen 11) die 
Grössen A und /*, so erhält man die Gleichung der 
Ebene als eine lineare Form 

ax + by + cz + d = 0, 
wo die Konstanten ab cd Funktionen der OrteP^PjP, 
sind, 

§ 6. Die Ebene. 

Der Strahl OP (Fig. 2) wird bestimmt durch 
seine Kichtungskosinus. Ist P |x. . . und ist die Länge 
von P gleich r, so ist die Formel 1 ( mit : 

r = X cos a + y cos /J + z cos y, 
welche Formel sich auch unmittelbar daraus ergiebt, 
dass OP gleich der Projektion des Linienzugs OAP^P, 
der sogen. Koordinaten-Umriss von P auf OP 
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ist, bezw. dass die Projektion des geschlossenen Linien- 
zugs OAPjPO auf jede Gerade, also auch auf OP, 
wieder geschlossen, d. h. gleich Null ist. 

Der Strahl OP bestimmt durch seine Lage voll- 
ständig die in auf OP senkrechte Ebene e und OP 
ist der Abstand des Punktes P von e. Verlängert man 
OP über hinaus bis P'{x'... (Fig. 5), so ist 




Flg. 5. 
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P' = x' cos a'+ y' cos /?' + z' cos y* 

= — (x' cos a + y' cos /? + z' cos y). 
Wenn wir aber den Gegensatz in der Lage der Punkte 
P und P' in Bezug auf e dadurch zum Ausdruck 
bringen, dass wir den Abstand im ersten Fall positiv, 
im zweiten Fall negativ setzen, so ist der Abstand r' 
des Punktes P' von c: 

x' cos a -|- y' cos /? + z' cos y, 

'Sei jetzt Q (Fig. 5) ein Punkt { f . . ., auf derselben 

Seite von e wie P, man fälle von Q auf e. das Loth Q C, 

und mache P = Q C, dann ist P Q C ein Rechteck^ 

P Q steht auf P gleich C Q senkrecht, und es gilt 6) ; 

dabei sind die Richtungskosinus von QP: "np" • • •; 
somit geht 6) über in: 

(f — x) cos a + . . . = 0, 
der man auch die Form geben kann: 

l cos a + 1? cos /? + f cos y = X cos a + y cos j5 -f- z cos y 

= r = QO = q, 
wo q den Abstand des Punktes Q von e bezeichnet. 
Liegt ein Punkt Q' mit P' auf derselben Seite von «> 
so erhält man wieder 

f ' cos a' + . . . = r' = q', 
nur dass in diesem Falle q' negativ ist. 

Sind also xyz die Koordinaten irgend 
eines Punktes oder Ortes P, so ist 

xcosa + ycosj^ + zcosy oder H(x,y,z) 
eine Funktion des Ortes P, welche den mit 
seinem Zeichen versehenen Abstand des 
Punktes P von der Ebene b darstellt. 
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Auf der Ebene e und nur auf e ist H sowohl + 
als — , d. h. Null, was auch unmittelbar aus 6) hervor- 
geht, somit ist 

H = X cos a + y cos /? + z cos y = 
die Gleichung von e und die Seite von OP 
die positive, die von OP' die negative von f, weil die 
Form H auf der Seite von P positiv, auf der von P' 
negativ, auf s Null ist, und diese Beziehungen nach 
dem Prinzip von Drobisch-Möbius (T. 1, S. 12) um- 
kehrbar. 

Da nach Festsetzung des Zeichens r denselben 
Wert hat für die Punkte der durch P zu c parallelen 
Ebene i? und nur für diese, so ist 

X cos a + . . . — r = 
die Gleichung von 17. Legt man durch P' zu e die 
Parallelebene 17', so ist ihre Gleichung zunächst 
X cos a + . . . — r' = 0, diese ist 
I mit X cos {n — a) -f- . . . — | r' | = ; 
aber n — a ,., sind wieder die Winkel, welche P' mit 
den Axen bildet, und | r' | ist die absolute Länge von 
OP', somit sieht man: die Gleichung jeder Ebene e 
kann die Form annehmen 

12) X cos a + y cos i^ -j- z cos y — n = 0, 
wo n die stets absolut genommene Länge der Normale 
von auf e ist, und a . . . die Winkel, welche diese 
Normale von ausstrahlend mit den Axen bildet. Die 
Form 12), kurz mit H bezeichnet, heisst die Hess e'sche 
oder Normal form der Ebene (T. 1, S. 33). 

Setzt man in die Form H von s die Koordinaten 
irgend eines ortsfremden Punktes Q { Xq . . . , so ist 
H = Xq cos q + • • . — n; 
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die 3 ersten Glieder geben den algebraischen Abstand 
+ d des Punktes Q von der durch zu e gelegten 
Parallele n ; er ist sicher + ^ ^i^d > ii> wenn n und 
Q an verschiedenen Seiten von e liegen ; Hq = d — n 
ist dann auch positiv und gibt den Abstand 
des Punktes Q von e. Liegt Q zwischen e und n^ 
so ist Hq = d — n, aber n > d, also Hq = — (n — d) ; 
setzen wir fest, dass Q in diesem Falle negativen 
Abstand von e haben soll, so ist Hp = — (n — d) dieser 
Abstand. Liegt n zwischen Q und «, so hat Q nega- 
tiven Abstand von tt, und es ist 

Hq = — d— n = — (d + n); 

giebt man auch in diesem Falle dem Abstand des 
Punktes Q , der absolut betrachtet d + n ist , das 
Zeichen — , so ist Hq auch in diesem Falle der Ab- 
stand des Punktes Q von e. Man kann die Zeichen- 
regel vereinfachen: Q habe positiven oder negativen 
Abstand von e, je nachdem Q und an entgegen- 
gesetzten oder gleichen Seiten von e liegen. Alsdann 
giebt Hq in allen Fällen den mit seinem 
Zeichen versehenen Abstand des Punktes 
Q von *. 

Die Seite der Ebene^ auf der der Nullpunkt nicht 
liegt, heisst die positive, die andere die negative. Dass 
bei dieser Festsetzung von jeder Ebene, die nicht 
durch selbst geht, negativen Abstand hat, ist eine 
natürliche Konsequenz davon, dass wir n stets positiv 
nehmen. Denn wenn wir PO, das von P auf ^ ge- 
fällte Loth positiv nehmen, müssen wir OP, das Loth 
von auf «, negativ nehmen. 
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§ 7. Die allgemeine Form der Gleichung der £bene. 

Die Gleichung der Ebene in Hesse'scher Form 
ist vom 1. Grade in den Koordinaten jedes ihrer Punkte 
(lineare Funktion des Ortes), umgekehrt stellt jede in 
Punktkoordinaten lineare Gleichung eine Ebene dar. 
Sei XJ = ax + by + cz4-d = die lineare Gleichung, 
man multipliziere sie, — wodurch ihre Valenz (T. 1. 
§ 4 . . .) nicht geändert wird — mit einem von x, y, z 
unabhängigen Faktor ^, dann können wir setzen: 

^a = cosa; fi^h = coaß; ^c = cosy, ^d = — n 
und ^ so bestimmen, dass 1) die Gleichung 3 erfüllt 
wird, dies gibt ^ = j/a* + b* + c* = + '^ ^°d 2) das 
Zeichen der Wurzel so bestimmen , dass /» d negativ 
ist. Dann wird durch diese Gleichungen nach § 3 eine 
ganz bestimmte Normale P und damit auch Eine, auf 
OP in P senkrechte Ebene e bestimmt, deren Glei- 
chung TJ = ist. Die Bestimmung von f* wird zwei- 
deutig, wenn d selbst zweideutig, d. h. ist, die Ebene 
e durch geht. Dies liegt in der Natur der Sache, 
denn wenn man, statt wie in § 6 von der Normale OP, 
umgekehrt von der Ebene c durch ausgeht, ist es 
willkürlich, welchen von den Strahlen OP und OP' man 
als die Normale zu e ansieht. Wir setzen fest, dass es 
derjenige sei, für den ^ das + Zeichen hat, also gleich 
w ist. Die Seite von e^ auf der die Normale liegt, 
heisst die positive, und dann bleibt die Bedeutung von 

Hq auch für diesen Fall bestehen, und — - gibt für 

den ortsfremden Punkt Q den mit seinem 
Zeichen versehenen Abstand von der Ebene 
U = 0, 
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Ein besonderes Interesse hat die Form A = a x 
+ by + cz — 1=0, denn setzt man darin z. B. x = 0, 
z = 0, so wird y = h—\ d. h. man hat in A die Axen- 
form der Ebene (T. 1. S. 24) und a b c sind die reci- 
proken Werte 'der Stücke, welche die Ebene A = auf 
den Axen abschneidet. Die Form A ist wieder von 
den Winkeln der Koordinatenebenen unabhängig. A 
geht in H über durch Division mit + ^8.* + b* + c*. 
Sind a. b, c, in der Form A alle drei 0, so rückt die 
Ebene mit 3 Punkten ins Unendliche, ihre Gleichung 
nimmt die paradoxe Form an : — 1=0. Diese Glei- 
chung ist für keinen Funkt im Endliohen richtig; man 
kann sie daher oder die ihr äquivalente d = (d kon- 
stant) als die Gleichung einer unendlich-fernen Ebene 
ansehen (vgl. T. 1 S. 49.)» Sei B irgend ein Punkt 
im Unendlichen, d. h. ein Punkt, für den mindestens 
eine der Koordinaten, z. B. xb über jedes Mass gross 
ist, so dass xb -h d | xb, wir können dies so auslegen, 
als genüge B der Relation d = 0. Wie wir annehmen, 
alle unendlich-fernen Punkte der Ebene liegen auf Einer 
Geraden, so können wir jetzt alle unendlich fernen 
Punkte im Baum auf Einer Ebene, der Ebene d = 0; 
der Unendlich-fernen Ebene annehmen. 

§ 8. Gerade und Ebene, Ebene und Ebene, Gerade und 
Gerade. 

Sei g eine Gerade, gegeben durch einen Punkt A 
und ihre Bichtung und e eine Ebene, bestimmt durch 

ihre Normalform ; es soll der Schnittpunkt S 1 1 17 ^ be- 
stimmt werden. A liege auf der positiven Seite von «, dann 
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ist (§ 5) I = Xj — r cos a . . . Zur Bestimmung von r 
fällt man von A auf e das Loth AB und verbindet 
AB mit S, da dies Loth nach § 7 Ha ist, so ist 
r = Ha : cos v, wo v der "Winkel ist, den g in der Rich- 
tung S A mit der Normalen von e bildet. Dieser Winkel 
ist das Komplement des Neigungswinkels zwischen g 
und e, Ist H = cos a' x + . . . , so ist cos v = sin i 
= cos a cos o' + • • • nach Formel 5. Liegt A auf der 
negativen Seite von e, so wechselt r das Zeichen, aber 
H ebenfalls, so dass allgemein für den Schnittpunkt: 
Ha 

^^^''-li^*'**^" ' 

wenn sin i = 0, ist g // *, ist dann noch H» = 0, so liegt 

g in «. 

Ist Q irgend ein Punkt, so ist die algebraische 
Länge des von ihm auf e gefällten Lothes Hq, die Glei- 
chungen des Lothes sind, da dasLoth der Normale OP 

parallel ist : = ^ = -. Hat man für e die 

^ cos« COSi^ COSy 

Form U, so werden diese Gleichungen : = . . . . 



Seien e^ und e, zwei Ebenen, ihre Schnittgerade 
B zu finden. Für e^ und «, seien die Normalformen ge- 
gegeben, die wir abgekürzt schreiben : äs.-}- ßj + yz — n 
= 0, a'x . . . . Die Richtungskosinus von s gibt die 
Thatsache, dass s auf beiden Normalen senkrecht steht, 
also, wenn wir die Kosinus von s, u, v, w nennen: 
au + /^v + yw = 0; a'u + |5W + y'w = 0; 
u« + v' + w» = l. 
Wir bezeichnen ein für aUemal die Differenz 



Gerade und Ebene. 27 

pq' — qp' mit [pq']. Dann geben die beiden ersten 
Gleichungen : u = ii [jff y'] ; v = ^^ [y «'] ; M7 = A[aß^] und 
die 3. gibt für Ä nach Formel 4 § 4: ii = (sini)-i, wo 
i den Winkel zwischen den Normalen und also auch 
zwischen den Ebenen bezeichnet. Statt u v w kann 
man nach § 4 auch tutvtw setzen, sind e und e^ in 
allgemeiner Form gegeben, so sind die Richtungs- 
faktoren ihrer Schnittgeraden : [bc']; [ca']; [ab']. Am 
bequemsten bestimmen sich die Koordinaten eines Punktes, 
in denen s eine der Koordinatenebenen, z. B. die xz- 
Ebene schneidet. Für diesen ist 

^- [y«'] ' y-"' ^- [ya']- 
"Wenn sin i = 0, so sind [a ß^] . . , alle .3 Null, die 
Richtung von s wird unbestimmt, und die Punkte, in 
denen sie die x y . . . Ebenen schneidet , liegen im Un- 
endlichen, also rückt s ins Unendliche, die Ebenen 
haben ihre Unendlich ferne Gerade gemeinsam, sie sind 
parallel. Wir haben also als Bedingung des Parallelis- 
mus zweier Ebenen: 

^«v * ß y 1 ft b c 

^ a' ß' y* a' b' c' ' 

wenn die Ebenen in der allgemeinen Form gegeben 
sind, da der konstante Faktor /i*:/«*' weggelassen wer- 
den kann. 

Wenn zwei Ebenen auf einander senkrecht stehen, 
so stehen auch ihre Normalen auf einander senkrecht. 
Dies gibt als Bedingung 
14) aa' + bb' + cc' = 0. 

Allgemein wird der Neigungswinkel zweier Ebenen 
gegeben durch 
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aa' + bV + cc' 

15) COSV = ; , 

WO die Zeichen von ^ und ^' sich nach den in § 7 
gegebenen Regeln bestimmten. 

Sind g und g' zwei Gerade, bestimmt je durch 
einen Punkt und die Richtung, so ist zunächst analy- 
tisch ebenfalls klar, dass die Geraden sich im Allge- 
meinen kreuzen werden, da zur Bestimmung der 3 Un- 
bekannten 4 Gleichungen yorhanden, so dass also eine 
Bedingung zwischen den Konstanten von g und g' er- 
füllt sein muss; wohl aber besitzen die Geraden stets 
einen kürzesten Abstand d, der im Allgemeinen, in der 
Richtung von g nach g' genommen, mit den Axen ganz 
bestimmte Eichtungskosinus u v w bildet. Da d auf g 
und g' senkrecht steht, so haben wir zur Bestimmung 
von u V w dieselben Gleichungen wie für s, nur dass 
i den Winkel zwischen g und g' bedeutet (gleichgiltig, . 
ob spitz oder stumpf, da nur der Sinus vorkommt). 
Da d der Abstand der beiden parallelen Ebenen ist, 
welche wir durch g || g' und durch g' parallel zu g 
legen können, so ist 

d = n, — n, = (x, — X J u + (y,— y,) v + (z,-z J w 
oder 

dsini = (x,-x,) [^ y'] + (y,-yi) [/«'] + K-z,) [a^'] 
und die Bedingung, dass die beiden Geraden sich 
schneiden, ist: 

16) (x,-x,)[^y'] + ... = 0, 

in welcher Formel «... o' . . . durch proportionale 
Zahlen o . . . o' . . . (§4) ersetzt werden können. 

Die Gleichung 16) ist sicher erfüllt, wenn wir 
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Xj — Xj =Xa oder X a* setzen, da dies bedeutet, dass 
Xj auf g bezw. x^ auf g' liegt (§ 4; 7*); es ist daher 
identisch : 

16») a[^/] + ... oder a'[i5/]H = 0. 

Aus 16) folgen sofort die Gleichungen einer Ge- 
raden 1 von bestimmter Richtung, welche zwei gegebene 
Geraden g und g' schneidet. Ist f lyf ein Punkt von 
1, sind o p q die Bichtungsfaktoren, so sind nach 16) 
die Gleichungen von 1: 

17) (|-x,)[/»q] + ... = 0; (|-x,)[/?'q] + ... = 0, 
WO also [iffq] = /9(l — yp ist. Setzt man für o, p, q: 
-^ [jff /] . . . , so ist 1 die gemeinsame Senkrechte. Um 
den Schnittpunkt von 1 mit g oder g' zu finden, hat 
man nur nötig, Eine der Gleichungen 17 mit denen 
von g oder g' zu kombinieren. 

Sieht man in einer der Gleichungen 17, 
z.B. der ersten, Ivi^ als variabel an, so stellt 
sie eineEbene dar, welche die Gerade g ent- 
hält, denn diese Ebene enthält den Punkt x^..., und 
wenn x ein anderer Punkt von g, so ist x — x = ;l o . . . . 
und damit die Gleichung auch von x . . . erfüllt. 

Ist ausser der Geraden g noch ein Punkt A | xa 

ausserhalb g gegeben, so kann man als Gerade opq 
die Gerade ansehen^ welche A mit dem Punkt Xj . . . 
verbindet, dann sind Oj . . . proportional Xa — x^ . . . und 
man erhält als Gleichung der Ebene durch 
g und A 

18) (|-xJ[/?(za~zJ] + ... = 0. 

Ist g eine der Axen, z. B. die y-Axe, so sind 
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oundy = 0, /? = 1^ ^7i^ können = Null 
den, und man erhalt 

18») ?xa— fza = oder [?Xa]=0, 
was man auch direkt ableiten kann. 

Ist g durch einen zweiten Punkt x, . . gegeben, so 
sind «.. proportional x^ — Xj, und somit ist 

19) iS-^J [(y.-yJ (^a-z.)] + ....= 0. 

Die Gleichung der Ebene durch die 3 
gegebenen Funkte und die Elimination vom 
Schluss des § 5 ist ohne Bechnung vollzogen. 

§ 9. Die gerade Linie in Linienkoordinaten. 

Setzt man in 18) für Xa Ja Za Null, d. h. legt man 
durch die Gerade g und den Nullpunkt die Ebene 
(0, g)f so erhält man 
18*>)(f-x0[y,y] + ..==0. 

Die Grössen (y^y— z,^); (z,a— x,y); (x^/?— y,a) 
sind also den Eichtungskosinus der Ebene (Og) pro- 
portional. 

Legt man durch g eine Ebene, welche einer der 
Axen, z. B. x parallel ist, so ist o = 1 ; p = 0, q = 
und 19 geht über in 
{v^f)r^{S-'^')ß = 0, oder iyy-f /? = y'y— z'/? = a. 

Kombiniert man diese Gleichung mit der Gleichung 
X = , so stellt sie die Gerade dar , in welcher die 
ParaUelebene durch g zur x-Axe die y z-Ebene schneidet, 
d. h. die Projektion der Geraden auf die 
yz-Ebene. Wir haben also als Gleichungen der 
3 Projektionsebenen das System 
20) i?y-J^ = a; fa— |y=:b; 1/?— iya = c. 
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worin «; ß; y\ den 3 Bichtungskosinus der G-eraden g; 
a; b; c; den 3 Riohtungskosinus der Ebene (Og) pro- 
portionale Zahlen sind. Durcb zwei von diesen Gleich- 
ungen ist (was a priori klar) die 3. bestimmt, da 
identisch 
21) aa-f b/?-f cy = 0. 

Die 6 Grössen a . • . a . . ., zwischen denen 21) be- 
steht, bestimmen die Gerade g, es sind daher Koordi- 
naten von g, sie heissen speziell Linienkoordinaten 
(Plücker), sie empfehlen sich durch die Allgemeinheit 
ihrer geometrischen Bedeutung für die Gerade. Da die 
Ebenen 20) durch Multiplikation der Gleichungen 20) 
mit einem beliebigen Faktor sich nicht ändern^ so hängt 
die Lage der Geraden nur von den Verhältnissen der 

y 8 

Grössen ab, z. B. -^; — .... und da zwischen diesen 
' a a ' 

5 Grössen noch 21) besteht (in der Form 
a + b^+... = 0), 

so sind nur 4 von ihnen beliebig, und wir haben im 
Baum eine oo^fache Schaar von Geraden. 

Ist die Gerade in Linienkoordinaten gegeben, so 
ist es leicht, die Koordinaten von zwei ihrer Punkte 
auszudrücken; schneidet die Gerade g z. B. die xy- 
Ebene in C und die z x-Ebene in B (Fig. 6), und pro. 
jiziert man BC in B'C auf die x-Axe, so ist C der 
Punkt, in welchem die Projektion von g auf die zx- 

Ebene die x-Axe schneidet, also C = , ebenso 

0B' = — , also Punkt C/ — — : ^'L+lZ. o. Fc ist 
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ein Punkt der Projektion von g auf die x y-Ebene, und 



0; 



hß + Cy 

aß 



gehört zu f ^ 1 und ebenso B I 

Der Zusammenhang zwischen den Linienkoordinaten 
und der Bestimmung der Geraden durch einen Punkt 
und die Bichtungsfaktoren ist evident; ist die Gerade 
durch zwei Punkte gegeben, so sieht man, dass 




22) 



^1—3 



Fig. 6. 

_ ß _ y 



Hieraus ergiebt sich z. B. die Bedingung 16), dass 
zwei Gerade a . . und a' . . . sich in Einem Punkte 
schneiden, in Linienkoordinaten — [wenn man den 
Schnittpunkt selbst als x, wählt] 

16») ao, 4- ^^1 + 7/1 + aa^ + bbj + cc, =0, 
also in sehr übersichtlicher Form. 
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Jede Q-leichang zwischen den 6 Linienkoordinaten 
hebt ans detr oo^fachen Schaar aller Geraden eine 
00 'fache Scjia9.r heraus, welche Linien- oder Strahlen. 
Komplex heisst. lät diese Gleichung vom ersten 
Grad, so heisst der Str^hlenkomplez : linear. Zu be- 
merken ist, dass, da die Gerade durch die Verhältnisse 
der Koordinaten bestimmt ist, die Gleichung^ welche 
den Komplex definiert, selbst nur von den Verhältnissen, 
abhängig (homdgen) sein da'rf. 

Sei der Komplex definiert durch die Gleichung 
23^ ;d,a+d,^-|-4,y+yia + (J,b+Ac = 0, 
wo d und i Konstanten sind: Damit eine Gerade des 
Kcjmplexes durch den Punkt P I x^ . . , gehe, muss 23) 
mit ^) kombiniert werden. Dies giebt 
24) djx— xJ + ....iJjyzJ + ..=0. , 

24) i9t in :^, y, .z, linear und ist erfüllt, wenn 
X =3 Xj • • v> sie stellt also eine Jibene a dar^. welche 
durch P geht j also : 

In jedem linearen Strahlenkomplex gßhen 
(Jurch jeden Punkt oo* viele Strahlen des 
Komplexes,, welche eine Ebene bilden.. 

^ Die Ebenß « heisst dem Punkt P zugeordnet. Man 
kann ,a?ich sftgen, all^ Strählen (des Komplexes), welche 
in «. li(dgen,' sehneiden sich in P, und so gehört z« ;4 
yiriedeif P> j^ti jeder: Ebene igt. Bin Punkt zugeordnet,^ 
(anss» , vonil: jede Gerade in « zum Komplex gehört); 
Man kiinn dies durch die Beohnung bestätigen. 
' Es sei e|ux + vy+wz — 1=0; g^ und g, zwei 
Sti^ahlen tid i«, P ihr Schnittpunkt, dann liegen alle 
Strählen. Yoi^..P auf « und die/ Gleichung von * ist 
Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 8 
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I 24), das ^gibt zur Bestimmung von P die Gleiohungen 

(dj— (5,Zj + ^3y,) = u(djX, +d,y, +d3zj 

(^2— ^^s^i + ^1 Zi) = v(dx 3Cj + d, jj + d, zj 

(d»-<5, y^ + ^,xj = w(d, Xj + d,y, + d.zj 

wodurch x, y, z^ im aUgemeinen eindeutig bestimmt 

sind. Das System enthält nichts, was den Geraden g^ 

und g, eigentümlich ist; und gilt somit für alle, es 

'schneiden sich also alle Strahlen des Komplexes auf e 

in F. Die Strahlen des Komplexes durch einen Funkt 

erfüllen eine Ebene, die Strahlen einer Ebene wieder 

einen Punkt ; man betrachtet die Strahlen durch eine 

Gerade g. 

Seien A und B zwei Funkte auf g, und a und ß 
ihre konjugierten Ebenen, sei F ein Funkt auf der 
Schnittlinie s von a und /?, dann sind AP und BF 
Strahlen, also auch PA und PB; die Ebene von P, sie 
sei n, geht also durch A und B und somit durch g. 
Ist also C irgend ein Funkt auf g, so ist PC ein 
Strahl, folglich auch QC, wenn Q ein anderer Punkt 
auf s ist; also gebt die Ebene y von C wieder durch 
S; d. h.: Jeder Strahl des Komplexes, welcher 
g schneidet, schneidet auch s und umgekehrt. 
Der Geraden entspricht also wieder eine Gerade. 
(Dualitätsprinzip.) Man kann auch sagen: Liegen 
die Punkte A, B, . . . auf Einer Geraden g, 
so schneiden sich ihre Ebenen o, ßj y., auch 
in Einer Geraden s, der Konjugierten von g. 
Seien A B C D die Ecken eines Tetraeders, a ß y 6 
ihre konjugierten Ebenen, ß y ö schneiden sich in S^ etc.^ 
dann sind S^ B ; S^ C ; 8, D Strahlen [weü B S, etc. Strahlen 
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sind], also liegen sie in einer Ebene a, also liegt S^ in 
B CD und der Tetraeder 8j S, S, 8^ ist dem 
Tetraeder AB CD zugleich um- und ein- 
geschrieben. Diese merkwürdige Beziehung ist von 
Möbius entdeckt. 



n. Abschnitt. 
Das Dualitatsprlnzlp. 



§ 10. Der EbenenbfischeL 

Seien Hj = und H, = die Gleichungen zweier 
Ebenen e^ und «, in Normalform (§ 6) und P ein 
beiden Ebenen ortsfremder Punkt, Die Substitution 
der Koordinaten von P in die Form H werde durch 
H^ bezeichnet; sie liefert den (algebraischen) Abstand 
zwischen P und e. Nennt man diese Abstände p^ und 
Pj,, so ist pj = Hj^; pj = H,^; es sei pj : p, = ^. Sieht 
man in dieser Gleichung Ji als feste Zahl an, P aber 
und seine Koordinaten ab bis auf die Bindung durch 
die Gleichung unbeschränkt variabel, (was man durch 
Weglassung der Marke P in den Formen H andeutet), 
so ist Hj — <^H, =0 die Grtsgleichung des Punktes P. 
Diese Gleichung ist als lineare die Gleichung XJj = 
einer Ebene ej, und da, wenn Hj und H, zugleich ver- 
schwinden, Uj von selbst verschwindet, eo geht e, durch 
die Schnittgerade von e^ und «,. Man vergleiche T. 1 
§ 8, die Betrachtungen sind fast wörtlich dieselben, 
nur dass statt „Gerade" Ebene gesetzt wird. Die 

Fig. 7 zeigt sofort, dass — = « L^^x = ^ ist, wenn 

1^^ sm(32) 
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(analog T. 1) (31) etc. den Neigungswinkel zwisehen 
den Ebenen bezeichnet. Dieser Sinusquotient heisst 
wieder das Teilungsverliältnis des Winkels (12) 
der Ebenen e^ und e^ durch e,. Wir haben also den 
Satz: 

Der Ort derPunkte, deren Abstände Yon 
zwei festen Ebenen ein festes Verhältnis 
haben, ist eine Ebene durch ihre Schnitt- 
gerade. 




Flg. 7. 

Umgekehrt teilt jede Ebene e^ durch^ die Schnitt- 
gerade von «j und e, den Winkel (12) in bestimmtem 
Teilungsverhältnis Ä, und für jeden Punkt auf e, ist 

p 

-^ = Ay somit muss XJj = H^ — A'H^ = die Gleichung 

von «, sein. Der Beweis kann auch wie in T. 1 ge- 
führt werden. U3 = aj x + bj y + Cg z -|- dg ; bestimmt 
man 2 Zahlen o und z, so dass 

a, = rraj + ra, ; b, = oft + Tß^, 
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so ist XJ, = oHj + tH, + f z + g. Soll nun TT, durch 
(Hj H,) gehen, so muss fz-f-g für die unzähligen z 
aller Punkte dieser Geraden verschwinden, das ist nur 
möglich, wenn f = Ö und g =^ ist, d. h. U3 = «rH^ + ^ H^» 

also U3 = (T. 1 § 4 Schluas) { H,— ^H,=0. 

Die Ebenen e^ und e^ teilen den Raum in 4 
Fächer , die zu je zwei und zwei als Scheitelräume 
gleich sind; in dem einen Paar^ wir wollen sie den 
Aussenraum nennen, haben die Abstände gleiches 
Zeichen, in jlem andern Paar, dem Innenraum, ent- 
gegengesetztes. 'Dreht sich e^ im Innenraum von e^ 
nach 6,, 80 nimmt A fortwährend ab von — bis — 00, 
dreht sich ^ dann weiter durch den Aussenraum von 
e, nach e^, so nimmt ^ ab von + 00 bis + 0. Es gehört 
also zu jeder Ebene e^ Ein ^ und zu jedem ^ wieder 
diese Ebene. Man nennt eine solche Schaar von 
Ebenen ein Ebenenbüschel, die gemeinsame Ge- 
rade heisst der Träger des Büschels, die Grösse Ä der 
Parameter. 

Zu jedem Wert des X im Inn^iraum gibt es einen 
entgegengesetzt gleichen im Aussenraum, die zusammen- 
gehörige^i Ebenen e^ und e^ heissen konjugiert. Man 
sagt, «1 und *, werden durch e, und e^ harmonisch 
getrennt, da, wie T. 1 bewiesen, auch umgekehrt «3 
und e^ durch e^ und «, harmonisch getrennt werden, so 
sind auch a^ und e^ konjugiert, und die 4 Ebenen, 
deren Gleichunge^ 

1) Hj=0; H,=0; K,—ylR^=0; Hj+;iH,=0 
bilden ein harmonisches System. Die Harmonie 
der Ebenen wird auch ausgedruckt durch die Gleichung 
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sin (31) sin (41) ^ 
^ sin (32)"^ sin (42) "* 
Sind die Gleichungen der Ebenen e^ und «, nicht 
in Normalform gegeben, sondern in allgemeiner, so 
bleiben die Gleichungen des harmonischen Systems be- 
stehen. Von 2) versteht sich das von selbst, aber auch 

la) TJ,=0; TJ,=0; U,— KTJ^; TJ,+KU, 
sind die Gleichungen eines harmonischen Systems, denn 
da ^U = H — (§ 7), so ist dies System äquivalent mit: 

|h.=0; H.=0, H.->tH,; H.+>tH, 
und dies ist nach 1) harmonisch. 

Es bleiben die Sätze des T. 1 § 8 mit der an- 
gegebenen Vertauschung alle bestehen, wir beweisen 
nur den Hauptsatz: 

Ein harmonisches Ebenen-System wird 
von jeder Ebene, die nicht zum Büschel ge- 
hört, in 4 harmonischen Strahlen geschnitten. 

Die Ebenen seien TJ^ ; Ug ; U^ — ^ U, ; U^ + ;i U„ die 
5. Ebene sei Y, dann ist ohne weiteres klar, dass die 
4 Schnittgeraden sich auf dem Träger des Büschels 
schneiden, also einem ebenen Strahlenbüschel ange- 
hören. "Wählt man die Ebene V = zur zx-Ebene, so 
erhält man die Schnittgeraden dadurch, dass man in den 
4 Formen der Ebenen y = setzt, somit sind ihre 
Gleichungen Uj =0; u, =0; ll^—Ä\^^^0; Uj + ^u,=0, 
d. h. aber die 4 Geraden sind harmonisch. 
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Ein ausgezeichnetes System ist wieder das, in dem 
^ den Wert 1 hat, «, und «^ die beiden Halbierungs- 
ebenen der Baumwinkel zwischen e^ und «, sind. 

Aus dem eben bewiesenen Satz ergiebt sich sofort 
der Satz: 

Ein harmonisches EbeneUsystem wird 
von einer Geraden in einem harmonischen 
Punktsystem geschnitten. (Jede Ebene durch 
g schneidet das Ebenensystem in 4 harmonischen 
Strahlen, und das Punktsystem ist ein Schnitt dieses 
Büschels.) 

Diese Sätze sind umkehrbar: Sind ABGD vier 
harmonische Punkte und legt man durch 
Eine Gerade und die 4 Punkte die 4 Ebenen 
(man sagt: Projiziert man die 4 Punkte von einer Ge- 
raden aus) o, /9, /, <5, so bilden diese ein harmo- 
nischesSystem. Die Koordinaten der harmonischen 
Punkte sind: 

Xa — -^ Xb Xa + ^ Xb 

Xa Xb "1=1"" • • • ~T+T~ 

(§ 5 in T. 1 § 3) und die Formeln 18 § 8 beweisen 
den Satz, oder noch einfacher 18°*), da man jede Ge- 
rade, also auch g als y-Axe ansehen kann. 

Beispiel zu Formel U, = Hj — >lH,. 

Es seien e^ «, «, drei Ebenen, welche ein Dreikant 
SAB C bilden. SA, SB, SC seien die Kanten, SAB = c, . . . 
Man wähle den Anfangspunkt im Innern des Drei- 
kants, dann sind e, — «, = = Hg ; e, — e, =3 Hj ; 
», — «j = H, ; die Halbierungsebenen ^j ; ^1 ; 17, ; der drei 
(Inneren) Keile oder Winkel des Dreikants y, a, ß 
[y der Winkel zwischen den Seitenflächen e^ und e^, 
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die sich in -der Kante SC schneiden, ; » ♦]. .■ Da 
Hj + Hj + H3 = 0, so sehneiden sich die Ebenen in 
einer . Geraden. Die Sätze über die Drei- und Viel- 
kante gewinnen an Anschaulichkeit, wenn man sie auf 
die Kugel überträgt, welche man um den Scheitel* S 
des Yielkants mit beliebigem Radius, den onan als 
Längeneinheit wählt, schlägt; den sogenannten Kugel- 
achnitt des Vielkant. Es kommt das darauf hinaus, 
die Ebenen des Büschels von einem beliebigen Punkt 
des Trägers S aus auf eine. Kugel mit Centrum S zu 
projizieren; die Ebenen des Büschels projizieren sieb 
dann auf die Kugel als eine Schar von -Meridianen, 
d. h. Hauptkreisen mit gemeinsamem Durchmesser (auf 
dem Träger des Büschels). Da für alle diese 'Haupt- 
kreise der Kugelradius derselbe bleibt, so unterscheiden 
sie sich nur durch die verschiedenen Qleiehungen der 
Ebenen des Büschels und können daher mit denselben 
Formen bezeichnet werden. Den Hauptkreis nennen 
wir Kugelgerade, seine Öälfte (Kugel-) Strahl ; einen 
Bogen desselben, der kleiner als der Halbkreis: (Kugel-) 
Strecke, und als Länge desselben setzen wir dbn Si- 
nus seines Centrumwinkels bezw. seiner Ampli- 
tude. Der eben bewiesene Satz heisst dann: 

Im sphärischen Dreieck dehneiden sich 
die Halbierungslinien der drei Winkel in 
einem Punkte, dem sph. Mittelpunkt des 
Inkreises. ► ' 

(Heisst dieser ^, so ist sein Gegenpunkt f** eben- 
falls Centrum des Inkreises, da auf der Kugel jeder 
Kreis 2 Centren hat.) "Wir brauchen den Satz für die 
Nebenrä^une nicht erst zu beweisen, denn wenn wir 
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ööri -Ö6genpnritft von A dirökl A' zeichrife®',^ 'io ist^ 
BCA' auch ein sphärisches Dreieck; ünd^ hat daher 
anct eine MSite^ des ' Inkreises. ' [Es ist : («^ + e,) 
+ ('a— *8)-('i+0 = 0.] Buden wir H=^,+*3+^„ 
so ist H=iO die -Gleichung einer Ebene bezw. einer 
Kttgelgeraden >7, welche 1) durch S geht, da H = ist, 
wenn alle 3 «'Null sind, 2) durcli die ßchnil%eradd 
von ■ e^ und («, ^.«j) bezw, durcii den Schnittpunkt des 
Kugelstrabls u^i-unH (e^ + c,) geht. • "Wir hab^if, heisst 
daS; auf der Kugel wie auf der Ebene den Satz : 

Die Halbierungslinien der Nebenwinkel 
schneiden die Gegenseiten i^li 3 Punkten, 
welche auf/einer Geraden lieg\n. 

Vier harnionische Ebenen bezw. Hiä^bebenen des 
Büschels projizieren sich auf der Kugel i^ 4 Geraden 
bezw. Strahlen, welche harmonische genannt werden 
sollen; vier harmonische Strahlen, vom Centrum S aus- 
gehend, projizieren sich in 4 harmoniaöhen Punkten. 
Sind A C P Q vier solcher Punkte, so ist wenn wir 
sin AP etc. kurz AP etc. nennen: 

CP^CQ ^* 

Es' gelten dann die Sätzö § 7, 1 alle für das Ebenen- 
büschel bezw. für das Kugel - Strahlen -Büschel, z. B. 
Fig. 8. Legt nian von einem Punkt Q auf einer der 
harmonischen 'Strahlen- V^TJ^^JÜ^ (Ebenen): ^z.>Bi von 
Q auf V^ zwei Qüerlinien (Ebenen) durch das Büschel; 
und verbindet ihre Schniri^unkte {Gerade) mit U/und 
ü, Ubier Kreiz, so schneiden -öich diese Verbindimg»- 
Geraden '(^beneii) auf U^. Der Satz ist eiüe tiiönittM* 



42 



Das Dualitätsprinzip. 



bare Folge des Hauptsatzes auf 8. 14. Wir haben 
femer den Satz vom Vierseit wieder: 

Im vollständigen Kugel -Vierseit teilen die Dia- 
gonalen einander harmonisch. 

Zu bemerken ist, dass wir uns auf Strecken, kleiner 
als n beschränken. Der Beweis ist genau derselbe wie 
in T. 1; er kommt auf den Satz zurück: 

Zwei harmonische Systeme, welche einen 
Strahl (Ebene) gemeinsam haben, schneiden 




Fig. 8. 

sich auf ein und derselben Geraden (Ebene) 
und es kann das vollständig verschiedene 
Paar über Kreuz kombiniert werden. 

Seien: Fig. 8U, U,; XJ, — >tU,; TJ, + .IU, ein 
harmonisches System, U'j . . . ein zweites und TJ^ = \S\ ; 
dann ist U, — U', = >t' U', — ^U, = U^ — V\, d. h. aber, 
da XJi = U'j die 4 harmonischen Strahlen- (Ebenen-^Paare 
schneiden sich auf derselben Geraden (Ebene). Da 



Der Ebenenbüscbel. 43 

TT, — U', = U'4 — U5=^U, + ^'TJ', und TJi^TJ'^, 
80 liegen auch die Schnitt-Punkte (Geraden) von TJ^ 
und U',; U'^ und U,; U, und U', und U, und V\ 
auf einer Geraden (Ebene). Dies ist wieder unser 
Satz in der Fassung: 

Durch jede Ecke eines vollständigen 
Kugel - Vierseits (jede Kante eines dito 
Vierkants) gehen 3 Strahlen (Ebenen), die 
beiden Seiten und eine Diagonale; der (die) 
zur Diagonale zugeordnete 4«harmonische 
Strahl (Ebene) ist die Gerade (Ebene), welche 
die Ecke (Kante) mit dem Schnittpunkt (der 
Schnittgeraden), der nicht durch die Ecke 
(Kante) gehenden Diagonalen verbindet. 

Den Menelaos und damit auch den Oeva (T. 1, 
S. 42 u. 43.) beweisen wir mittelst eines fast evidenten 
Hilfsatzes: Das Verhältnis der Abschnitte 
einer Sehne ist gleich dem der zugehörigen 
Bogen ab schnitte. 

(Es ist Fig. 9 
.^ ^^ ^^ ^^ BI> BF sin ASP ,^ ^^ 
AB:BC = BD:BP = g^:g5 = ^^^ÖSP = ^^'^<^ 
nach der Festsetzung über die Länge eines Bogens.) 

Projizieren wir die Punkte A'C'Q der Fig. 8 
vom Gentrum S aus durch die Kugelradien auf die 
Ebene B.AC in a' y' x und bemerken, dass a* y' x als 
gemeinsame Punkte zweier Ebenen in einer Geraden, 
a* auf der ebenen Geraden AB., / desgl. OB liegt und 
X auf der ebenen Geraden AC als Punkt der den 
Ebenen BAO und SAG gemeinsam, so gilt für das 
Dreieck BAG der ebene Menelaos. Es ist 
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-1, 



und nach unserm Hilfssatz 

aa; rc^ cq 

RA'CC'AQ' 
womit der M e n e 1 a o s auf der Kugel, bewiesen ist^ 
und, da - CQ ^ CP 

V . , ÄQ 'AP 

auch der C^va. Also: 




^ Flg. 9. 

Wenden die 3 Seiten eines sphärischen 
JÖ^BJecks von einer sphärischen Geraden 
geschnitten, so sind die Produkte der 
We chseiabs'chnitte einander entgegenge- 
setzt gleich und: 

^ ' g^ilneidöii sich die Ecktransversalen 
eitles sph. Dreiecks in einem Punkt, so sind 
die Produk^ife ' der "WechselaÜschnitte ein.r 
ander gleich. ,- . > v. - 
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Beide Sät^e sind wieder, da -wir uns auf Xiängen 
unter n beschränken, umkehrbar, weil infolge der Bef 
scbränkung der Taügentialsatz aus dem Sinusquotienten 
und der Summe oder Differenz der Bogen dieselben 
eindeutig bestimmt; es gelten daher die ^eiperkungeu 
auf S. 43 u. 44, T. 1 und wir habeui dieselben Sätz^ 
fürs sphärische .Preieck; auch in diesein schneidern 
sich die 3 Höhen in einem Punkte, .die 
3 Mittellinien, die Ge.r^den,. welche die 
Ecken mit den Berührungspunkten des In- 
kreises verbinden etc. und ebenso gilt der mit 
dem letzteren in eine Öriippe gehörige Satz: Die 
3 Berührungssehnen des Inkreises sclinein 
den die Gegenseiten in Punkten, welche 
auf einer Geraden liegen etc. 

§ 11. Die Gleichung des Punktes in Ebenenkoordinaten. 

In den Sätzen ^ von der harmonischen Teilung tritt 
wieder', wie iuT. 1 § 7 das Prinzip der Dualität deut- 
lich hervor, nur dass im Raum sich Punkt und Ebene 
dual entsprechen. Wie wir bisher den Punkt» als 
Baumelement oder Grundgebilde angesehen haben, 
können wir jetzt die Ebene ab Qrundgebilde oder 
Element betrachten. . ; ' :• c ./ 

Es sei die Gleichung der Ebene e^ in A^cenförm- 
ajxH-b,yH-c,z — 1 =0; 
dann ist durch die Werte von a^ b^ c^ )iie Ebenö Cj 
ebenso völlig bestimmt, wie ein Punkt durch sein^ 
3 Koordinaten x, y, z; die GrössQn. a» bj c^ sind daher 
(T. 1, S. 9) Koordjinatejn der; Jßbene. Sehen wir 
in unserer Gleichung diie Zeichen x y.2 als Träger aUer 
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Zahlenwerte von — oo bis +00 an, d. h. als einzeln 
betrachtet unbeschränkt variabel, aber durch die Gleich- 
ung von e^ gebunden, so zeigte sich diese Bindung 
geometrisch darin, dass der Punkt, der einem Wert- 
system x . . . { war, an die Ebene e^ gebunden war. 
Wir können aber ebensogut xyz als fest gegebene 
Zahlen Xj, y^, z^ ansehen, und a^ \ c^ als variabel, 
a b c, aber durch die Gleichung 

axj+by^ + czj — 1 = 0= A 
gebunden, dann stellt diese alle Ebenen dar, welche 
durch den Punkt Pj { x^ ... gehen, und nur diese, 
d.h. also A ist die Gleichung des Punktes P^ 
in Ebenenkoordinaten und zwar in ebenen Axen- 
koordinaten, also 

1) P,{ax^+by, + czj-l=0. 

Man sieht also, und darin liegt die analytische 
Formulierung des Dualitätsprinzips: 

Dieselbe Gleichung stellt je nach der 
Auffassung eine Ebene in Punktkoordinaten 
oder einen Punkt in Ebenenkoordinaten dar. 

Ist die Ebene in Mormalform gegeben, 
axH-/?y + yz — n = 0, 
wo 2) «" + /»' + y" = l, 

so ist es zunächst bequemer für — n zu setzen d, dann 

sind r • • • diö Axenkoordinaten, wir haben dann 

4 Koordinaten für die Ebene, aber zwischen ihnen be- 
steht die Eelation 2). Die Gleichung des Punktes wird 
dann P^ {ax, H-byj + yz, -f <5 = 

oder besser in homogener Form 
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Pi { oa + /?b + yc + <5d = 0, 

a 

wo ~T- • • • die gewöhnlichen Koordinaten des Punktes 

Pj sind. Ist d = 0, so rückt der Punkt insTJn- 
endliche. Sieht man von der Eelation 2) zwischen 
o.ßy ab, so sind aßy6 die allgemeinen Ebenenkoor- 
dinaten; die Ebene ist dann durch die Verhältnisse 

o . , a 

— . . • bestimmt, wie der Punkt durch -r-, . . . Hat 

man 2 lineare Gleichungen in Ebenenkoordinaten 

a a^ + . . . = und a a, + . . . = 0, 
so stellen sie zwei Punkte P^ und P, dar, und damit 
ihre Yerbindungsgerade ; die Gerade wird also in 
Ebenen- wie in Punkt-Koordinaten bestimmt, sie ent- 
spricht sich dual selbst, sie ist Verbindungsgerade 
zweier Ebenen, wie zweier Punkte. 

Drei lineare Gleichungen in Ebenen-Koordinaten 
stellen (generaliter) 3 Punkte und damit eine Ebene 
dar, wie 3 lineare Gleichungen in Punkt -Koordinaten 
drei Ebenen und damit einen Punkt. Ist 

. A^i+^yi + CiZ^ — 1=0, 
d. h. soll der Punkt P^ auf einer gegebenen Ebene 
liegen, so ist seine Gleichung 

axj + . . . — 1 = 
und wenn man subtrahiert: 

4) (a-a,)x,-|-(b-b.)y.+(c-c.)z.=0. 
Hat man die Gleichung 

4») (a-aOp + (b — bjq + (c — o,)r = 0, 
wo a^ b^ Cj die Axenkoordinaten einer bestimmten Ebene 
a, b, c^ rariable Axenkoordinaten der Ebene bedeuten 
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und p q r Konstanten. si^d^^ so .stellt ^i^ einen Funkt 
Fl dar, der durch die Ebene a, b^ c^ gblit und dessen 
Koofdinateil p, q, r, proportional sind; eslst'F ^Xj...) 
WD Xj = p : u , , , ; und u = aj p + bj q + c^ r ist. 

Juässt man a b c bezw. 0Lß,y6 unbeschränkt variabel, 
so stellen sie alle oo '-Ebenen des , Raumes dar; eine 
Gleichung zwisch^, den variablen Ebenenkpordinaten 
wie 9 (a b c) = oder ff {aß yd) = 

hebt eine oo' fache Schar heraus, welche iM allgemeinen 
eine Fläche q> umhüllen. - 

Zu bemerken ist, dass .wenn a ßy6 die allgemeinen 
Koordinaten sind*, ' die Form 9 homogen sein muss^ 
d, h. die Summe der Exponenten dei* Variabein muss 
in jedem Gliede dieselbe sein, bdär, anders ausgedrückt, 
setzt man in 9 f üi* a /? . . ; ein : A a, AyJ .' . .\ so ist tp 
(Aa, Ai? . . .) = A"9(a, ß^ . . .), so dass es gestattet^ ist, 
in ^ == eine der Yariabelu; z. B. 6 gleich 1 zu setzen. 
Die Zahl n, die konstante Summe'der Ex- 
ponenten, heisst der Grad' der homogiBüeii 
Funktion. ^ 

Als Beispiel wählen wir die Schar der Eben6n^ 
welche von einem festen 'Funkt M/x^.*. , den festen 
Abstand jfr haben. Sei «{a, b, c eiiie solche' EbißW,! 
dann ist nach § 7 der Abstand +f difes Funktet M 
von «: a ±^ by^^c^z/"-^^ 1 

y a^' + b^' + c'» "' ' ' " 

also haben wjr» nach Beseitigung der-W)ir{sel als Gleit^h- 
ung 9 (ab c) = 0: ^ 

I) (ax,+by;+cz,i-l)'~r«(a'» + bHo')=tO; 
Wir beweisen, zunächst an dem Beispiel/ aber .>^ 89 dass 
man die! Allgemeingültigkeii^ sieht ^ den Sat^: m ^.l ^tt\ 
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Die Ebenen derSchary = 0, deren Koor- 
dinaten sieb nur unendlich wenig unter- 
scheiden, die benachbarten Ebenen, schnei- 
den sich in einem Funkt, dem Berührungs- 
punkt und der Beweis giebt dual sofort den ent- 
sprechenden Satz: 

Die unendlich nahen Punkte der Schar 
f(xyz) = liegen auf einer Ebene, der Be- 
rührungs- oder Tangential-Ebene. 

Zur Abkürzung sei a x, -|- . . . — 1 = u. Sei «' 
eine andere Ebene der Schar q> = und e' { a', ... 
und a' = a + h; b' = b + k; c' = cH-l, 

so ist die Form qf nach Einsetzung von a' . . . : 9) (a' . . .) 
und wenn man nach Potenzen von hkl ordnet; so ist 
cp(a'...) = 9(a...) + h9'a + k<p'b + l9'c + li«<Pa" + ..., 
wo qp'a ... Abkürzungen für die Koeffizienten von 
hkl sind, welche deutlich machen, dass diese Grössen 
h, k, 1 nicht enthalten. In unserm Beispiel ist 

y'a = 2 (uxj — r'a); tp\ = 2 (uy, — r'b); . . . 
Da nun e < a . . . zur Schar gehört, so ist 9) (a . . .) = 0, 
also 

9(a+h; b+k; c+l) = hy'a+ky'b+l9)'o+hV"a+... 
Sind h; k, 1 unter jedes Mass klein, so können 

h«, hk, hl, k» . . . 
gegen hkl vernachlässigt werden [ist z. B. h = 0,001, 
so ist h* = 10 ~" •] und q) (B,-{'h . , ,)=0 reduziert sich auf 

II) hq>'e, + kq>'h + \q>'o = 0, 

ausser wenn alle 3q>* verschwinden. Es ist 11^ mit 

(a' — a) 9'a + • • . = ; diese Gleichung stellt aber, wenn 

a' b' c' frei veränderlich sind, einen Punkt P dar, der 

Simon, Analytische Geometrie des Baumes. 4 
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durch die Ebene e ja... geht und dessen Koor- 
dinaten i ^Sj da a y'a + b <p'b + c y'c = ^ ©in© konstante 
iit, gleich — ... sind. Da die Gleichung II von allen 
a b c unendlich nahen Ebenen der Schar q) = erfüllt 

wird, so gehen sie alle durch P. Hier ist f = — ; 

r*a 
f? = . . . , also f — Xj = — und da nach I u' = r* 

(a* + b* + c') ist, so ist 

ni) (|-x,)' + (i?-y,)* + (?-2.)' = r'. 

Dies ist aber nach § 5 die Gleichung der 
Kugel mit Radius r und Centrum M in Punkt- 
koordinaten, also ist I die Gleichung dieser 
Kugel in Ebenenkoordinaten. 

Ganz analog ist der Beweis, dass die einem Punkt 
der Schar f (x y z) = benachbarten Punkte generaliter 
auf einer Ebene, der Tangentialebene liegen. "Wir 
haben also gezeigt, dass von Ausnahmen im einzelnen 
(q>*& . . . = 0; f'x . . . = 0) abgesehen, die Fläche q> 
in der Umgebung einer ihrer Ebenen als 
Punkt, und die Fläche F in der Umgebung 
eines ihrer Punkte als Ebene angesehen 
werden kann. 

Die Rechnung in unserm Beispiel würde sich ver- 
einfachen; wenn man Normalkoordinaten braucht, als- 
dann ist die Gleichung der Kugel: 

«3Ci+^y, +yz, +<5 = + r, 
wobei die Zweideutigkeit durch Quadrieren beseitigt 
wird, und die Homogenität dadurch hergestellt wird, 
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dasB man r* mit 1 in der Form («' + /?' + /*) multi' 
pliziert. 

§ 12. Die Punktreihe. 

Seien P^ und P, zwei Punkte, Pj = und p^ = C 
ihre Gleichungen in Normalform, dann ist 

^« = Pi — ^P.=0 
die Gleichung eines Punktes P, auf der Verbindungs- 
linie von Pj und P„ wie man sofort sieht, wenn man 
u, in der Form schreibt: 

a(x,-^x,) + ... + (J(l->l), 

welches 1 mit a Mj j-^ + . . • + <5, welches die Gleich- 
ung des Punktes -^ ^ ... ist, der auf P^P, liegt 

1 — A 

und PjP, im Verhältnis Ji teilt (nach § 5), wobei Ä 
negativ ist, wenn P, innerhalb der Strecke P^P, liegt, 
positiv, wenn ausserhalb. Dies lässt sich auch direkt 
ableiten. Setzt man in die Gleichung eines Punktes P 
in Normalform p die Koordinaten einer ortsfremden 
Ebene e ein, so ist p ^ (§ 6) der Abstand des Punktes P 
von der Ebene e; ist die Gleichung von P in all- 
gemeiner Form TJ gegeben, so ist — der Abstand des 

Punkts, wo das Zeichen von ^ nach der Eegel in § 7 
bestimmt wird. Legt man durch irgend einen Punkt 
P,, z. B. zwischen P, und P, irgend eine Ebene, und 
fällt auf sie von P^ und P, die Lothe, so sind diese 
Pj und p„ und die Fig. 10 zeigt, dass: 

Pi/P, = Ptl", : PaP. = ^ oder p^ - p^^ = 
für all© Ebenen durch P, und nur für diese, wo A, das 
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Teilungsverhältnis von P^P, durch P, ist. Liegt 
P, innerhalb, so sind die Lothe von entgegengesetzten 
Zeichen, weil P^ und P, an verschiedenen Seiten der 
Ebene durch P^ liegen, aber auch die Strecken PjPj 
und P,Pj sehen wir als entgegengesetzt an; liegt P, 
ausserhalb^ so ist das Verhältnis der Lothe, wie der 
Strecken PjP, und P,P, positiv; es ist also die Gleich- 
ung des Punkts P3 der auf PjP, liegt, und sie im Ver- 
hältnis JL teilt 




Fig. 10. 

5) Us = P.-^Ps=0. 

Sind Pj und Pg in allgemeiner Form u, und u, 
gegeben, so sind zwar die Lothe u^^^; u^/^, aber ihr 
Verhältnis ist Uj/u^ und wieder gleich dem Teilungs- 
verhältnis ^, somit ist u, = Uj — >lu,. Durchläuft-^ 
alle möglichen Werte, so bekommen wir alle Punkte 
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auf der Geraden P,P, ; wir nennen diese Punkte: 
Punktreihe, die Grösse Ä den Parameter, die 
Gerade den Träger der Punktreihe. l8t-^ = — 1, 
so ist Pg die Mitte von PjPj ; ist -^ = + 1> bo ist P, 
die Mitte der unendlichen Strecke P^P,, d. h. liegt im 
IJnendlichen. Nach Definition harmonischer 
Punkte sind pj, p,; pi — -^Pa? Pi + '^Pa ^^® Gleich- 
ungen 4 harmonischer Punkte, oder in all- 
gemeiner Form 

^11 ^; T^i — ^««1 u,+.iu,. 
Zwei Punkte, ihre Mitten im Endlichen und Un- 
endlichen, bilden also ein spezielles harmonisches System, 
entsprechend dem System zweier Ebenen und ihrer 
Halbierungsebenen; durch Vermittlung des unendlich 
fernen Elements entsprechen sich also auch metrische 
Relationen dual. Da die Gleichungen der Punkte, 
der Punkte einer Reihe, der harmonischen Punkte in 
Ebenenkoordinaten mit denen der Ebene, der Ebenen 
eines Büschels, der harmonischen Ebenen die Punkt- 
koordinaten völlig übereinstimmen, so bleiben alle Fol- 
gerungen bestehen und wir erhalten die betretenden 
Sätze durch Yertauschung von Punkt und Ebene, worin 
eben das Dualitätsprinzip liegt. 



TTT. Abschnitt. 

Die Eoordinatentransformation. 



§ 13. Drehung. 
Schon in § 5 haben wir die Parallelverschiebung 
des Koordinaten- Systems benutzt und gesehen, dass 
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(Figr. 4) wenn x y z die ursprünglichen, 1 17 f die neuen 
Koordinaten desselben Punktes P bezeichnen und x^ . . . 
die alten Koordinaten des neuen Anfangspunkts 

1) I = X — x^ ; 17 = y — yo . . . und umgekehrt. 

x = f + x„... 
Lässt man den Anfangspunkt fest, ändert aber die 
Richtungen der Axen beliebig, doch so, dass das neue 
Koordinatensystem rechtwinklig bleibt, und nennt i ij ^ 
die neuen Koordinaten, x y z die alten, und bezeichnet 
den Winkel, welche die f-Axe mit den alten Axen 
macht mit o^ß^y^y die der 17-Axe «j... und die der 
^-Axe Og . . . , so hat man zunächst das Gleichungs- 
system 

2) ai« + ^i» + 7,« = l;und2a)a,a,+/?,A+ny, = 

< + ß3' + ys' = i; «8«x + ^»^i +78/1=0 

Das System 2^) drückt aus (§ 4, 6), dass auch die 
neuen Axen auf einander senkrecht stehen. Da die 
alten Axen mit den neuen die Winkel a^ o, a^ • •; ^1 • •> /i • • 
bilden, so hat das System 2) zur Folge das System 

3) a,'+«a'+«8' = letc. 3^) a^ß,+a,ß, + a,y, = 0... 
Die Normal gleichung der ^ | - Ebene ist in alten Koor- 
dinaten «2 X + i^2 y + y« ^ ~ ^* 

Setzt man die Koordinaten des beliebigen Punktes P 
darin ein, so ist sein Abstand durch die linke Seite 
in alten Koordinaten ausgedrückt, während er in neuen 
gleich ij ist, somit haben wir die Transformationa- 
gleichungen 

4) f = «iX + /?jy + yiZ 
^=«2^ + ^27 + 722! 
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Genau in derselben Weise erhalten wir ohne Rechnung 
5) X = aj f + a, 1? + ag f . . . 

Das System 5 kann auch aus 4 abgeleitet werden 
dadurch, dass wir die Gleichungen 4 der E.eihe nach 
mit a^ a, a^y dann mit ß^ ß^ ß^ multiplizieren und ad- 
dieren, und die Formeln 3^) anwenden. Eine beliebige 
Verlegung kann aus einer Parallel Verschiebung und 
E.ichtungsänderung zusammengesetzt werden, man sieht, 
dass dann die Gleichung 5 sich nur dadurch ändert, 
dass rechts die Konstanten x^ . . . hinzukommen, d. h. 
die Koordinaten des neuen Anfangspunkts im 
alten System. 

Da die Gleichungen 5) und 4) linear sind, so sieht 
man, dass durch eine Koordinatentransformation der 
Grad einer Fläche F{f(xyz) = nicht geändert wird, 
und man kann jetzt auch zeigen, dass wenn f(xyz) 
algebraisch und vom n. Grade, die Fläche F^ von keiner 
Geraden in mehr als n Punkten geschnitten wird. Sei 
f in X vom Grade n und in keiner Koordinate von 
höherem Gra-'e, so wird die Fläche F^ von der x-Axe 
(für die in f(xyz) = Oz und y=Null zu setzen sind) 
in höchstens n und wenn man zusammenfallende und 
imaginäre Lösungen zählt wie in der Algebra, so wird 
F von der x-Axe genau in n Punkten geschnitten. 
Ist g eine beliebige Gerade, so kann man die Koor- 
dinaten so transformieren, dass die Gerade g zur |-Axe 
wird, der Grad von f (f lyf) wird durch die Transfor- 
mation nicht geändert, und so wird F | f (f i? ?) = 0, von 
g in n Punkten geschnitten, womit der Satz bewiesen 
ist. Hat eine Gerade mit einer Fläche F^ mehr als n 
Punkte gemeinsam, so müssen in F'^ bei der Trans- 



56 ^ie Koordinatenformation. 

formation auf die Gerade als |-Axe alle Koeffizienten 
verschwinden, die Gleichung der Fläche F^ wird dann 
von jedem | erfüllt, die Gerade g, heisst dies, liegt 
ganz auf der Fläche. 

Man unterscheidet bei Beibehaltung des Null- 
punktes zwei Arten von Transformationen; 
entweder kann das neue System durch Drehung des 
alten erhalten werden oder nicht. Lässt man nämlich 
das Axensystem unverändert, vertauscht aber die posi- 
tive und negative Richtung auf allen 3 Axen, so kann 
das alte System mit dem neuen nicht zur Deckung 
gebracht werden, die Systeme sind nicht kongruent 
sondern symmetrisch, wie auf der Kugel ein sph. Drei- 
• eck und das Dreieck seiner Gegenpunkte. Zu jedem 
Axensystem mit dem man das alte durch Drishung zur 
Deckung bringen kann, gehört also immer eins, für das 
dies nicht geht. 

Die Formeln 4 müssen bei beliebiger Transfor- 
mation durch Zusetzen der Konstanten f ^ . . . erweitert 
werden, welches die neuen Koordinaten des alten An- 
fangspunkts sind. Ist die Gleichung einer Ebene e im 
alten System 

ax + by + cz + d = 0, 
und im neuen 

a'f + b'i7 + c'f + d' = 0, 
so ergiebt sich durch Benutzung von 4) und Identi- 
fizierung der beiden Gleichungen von e 

6) a = a, a' + a,b' + a3c'; b = /?, a' + ^y^b' + i^jC; 
c = y,a' + ...; d = f,a' + i7,V + f,c' + d'. 

Wenn man sich also auf Drehung be>- 
schränkt, ist die Transformation der iEbe- 
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nenkoordinaten völlig konform der Trans- 
formation der Punktkoordinäten. 
Man sieht, der Grad der Gleichung 
q>{oLßy6) = 
(wenn wir jetzt wieder die Ebenenkoordinaten wie sonst 
bezeichnen, statt wie eben mit a, b, c, d) wird durch 
Transformation der Koordinaten nicht, geändert 
und man beweist, wie oben für F^, dass eine y^, d. h, 
eine Fläche n. Klasse die entsprechende Eigen- 
schaft hat : Durch jede Gerade g gehen höchstens n 
Ebenen der Fläche, d. h. n-£benen, welche die Fläche 
berühren oder die zur Schar ip^{aßy 6)^=0 gehören ; 
den Fall, wo g. auf der Fläche liegt, wieder aus- 
genommen. 



IV. Abschnitt. 
Die KageL 



§ 14. Die Gleichung der Kugel. Potenzsatz. 

Die Kugel wird definiert als Ort der Punkte, die 
von einem gegebenen Punkt M i a, b, c die gegebene 
Entfernung r haben, dann ist 

1) K = (x-a)» + (y-b)' + (z-c)»-r« = 
die Gleichung der Kugel in Punktkoordinaten. Setzt 
man in K die Koordinaten eines ortsfremden Punktes P, 
so ist Kp = MP' — r«(T. 1, S. 59). "Seht man durch 
P ^ x^ . . . eine Gerade g, welche die Bichtungskosinus 
aßy hat, so sind ihre Gleichungen nach § 5, 7^) 
X = x^ -f- '^ a» • • •) wo il die Entfernung des laufenden 
Punktes von P bezeichnet. Die Schnittpunkte dieser 
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Geraden g mit der Kugel K erhält man, wenn man 
diese Werte in K = einsetzt. Wir haben also, wie 
in § 11 in K = K (x y z) für x, y, z zu setzen x^ 4-h ; 
y, + k5Z. + l. 

Da diese Aufgabe häufig wiederkehrt, wollen wir 
sie allgemein erledigen. Es sei f (x y z) eine Form 
2. Grades, sie besteht aus Gliedern 2. Grades, 1. Grades 
und einer Konstanten. Wir machen f (x y z) homogen, 
indem wir eine Hilfsvariabel x^ einfuhren und setzen 
X = Xj/x^ ; y = Xj/x^ ; z = Xj/x^. Setzt man x^ = 1, so 
sind x^ etc. mit x y z identisch. Nach Multiplikation 
mit X4* ist dann X4*f(xyz) = aj^x^* + 2aj,XjX, 
+ 2a,,XjX3 + 2aj,x,X4 + a,,x,« + 2a^,x,x, 
+ 2a,4X,X4 + »8«V + 2a,*x,x^ + a^4X^« oder 
kürzer: f (x y z){^aikXiXk, wo die Indices i und k 
der Reihe nach die Werte 1 bis 4 durchlaufen und 
aik = aki ist. 

Setzt man in f (Xj . . .) für xi ein xi + ii und ord- 
net nach Potenzen der f, so ist 

f (xi + f i) = A + -S f i Bi + -^ ci k li f k. 
Sind alle 1 = 0, so ergiebt sich A = f(xi), sind 
alle X = 0, so ergiebt sich ^ci k ?i Ik = f (f i) also 
Cik = aik. 
Ist li=xi, so ist f(xi+fi)=f(2xi) = 4f(xi), 
somit 

2) x,B,+x,B,+x,B, + x,B, = ^xiBi = 2f(x,) 
und 

Bi = 2 (Xj ai 1 + X, ai 2 + X, ai 8 + X4 ai 4 ) = 2 ^ Xk ai k , 
wo i fest und k variiert von 1 bis 4; d. h. man erhält 
V) Bi, wenn man in der homogenen Form xi vor die 
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Klammer nimmt, als zugehörigen Faktor. Es ist prak- 
tiscli Bi zu bezeichnen als f'xi> also 

3) f(xi + fi) = f(xi) + -^?ifxi + f(?i). ■ 

Das Besultat unserer Einsetzung erhalten wir, 
wenn wir x^ == x^, x, = y^, z, = z^, x^ = 1 und 
1^ = setzen ; somit 

3») K(x, + >la; . . .) = K(x, . . .) + 2>l(a(x,-a) 
+ /?(yo-b) + y(z,-c)) + .l«(«» + ^» + y') = 0. 
Der Faktor von ^* ist 1, und nach den Sätzen über 
die Wurzeln einer quadratischen Gleichung (Schubert, 
Arithmetik, S. 111): 
^,>l, = K(x„...) = PQ.PR = MP«-r* 

= (MP + r) (MP — r), 
d.h. der Potenzsatz (T. 1, S. 59) gilt auch für die 
Kugel: 

Das Produkt der Abschnitte aller Kugel- 
sehnen durch denselben Punkt ist konstant. 
Setzt man in die Gleichung der Kugel 
in Form 1) die Koordinaten eines orts- 
fremden Punktes, so erhält man die Potenz 
des Punktes in Bezug auf die Kugel. 

Die Gleichung der Kugel ist quadratisch, die 
Kugel gehört also zu den Flächen 2. Grades, den 
Quadric^s (nach dem Vorgang Reye's mit F* be- 
zeichnet), aber nicht jede Form 2. Grades stellt eine 
Kugel dar. Es ist nötig, dass die Form sich mit 1 
identifizieren lasse, also darf sie nur die Gestalt haben : 

c(x»-fy» + z«)— 2c,x — 2c,y — 2c3Z + c, = 0, 
und da c =1= sein muss , so kann man auch c = 1 
setzen. Vergleicht man diese Form mit 1), so sieht 
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man; dass c, c, c, (bezw. c^ / c . . .) die Koordinaten des 
Centrums und c^ = a» + b» + c»— r% d. h. OM«— r*, 
d. h. die Potenz des Nullpunkts (bezw. c^/c). 

§ 15. Tangentialebene, Polarebene. 
Die Gleichung 3^) zeigt, dass jede Gerade die 
Kugel höchstens in 2 Punkten schneidet; liegt der 

Punkt P I x^ . . . auf der Kugel, so ist K (x^ . . .) = 0, 

eine Wurzel von 3*) ist 0, was evident, da P P = 
ist; wenn aber auch noch der Koeffizient von A ver- 
schwindet, so sind beide Wurzeln Null, und die Ge- 
rade hat nur P mit der Kugel gemeinsam, auch der 2. 
Schnittpunkt fällt auf P, die Gerade ist eine 
Tangente. Da in der Gleichung: a (x^ — a) + .... = 
das Zeichen a durch x — x^ ersetzt werden kann, wenn 
X einem beliebigen Punkt der Geraden angehört, und 
entsprechend ß durch y — y^; y durch z — z^ (§5), so 
genügen die sämtlichen Punkte aller. Tangenten der 
Gleichung 

4) (x-xj(x,-a)+(y-y,) (yo-b)+(z~z,)(z,-c)=0, 
welche infolge von 11 übergeht in 

5)(x-a)(x,-a)+(y-b)(y,-b)+(z-c)(z,-c)-r«=0- 
Dies ist die Gleichung einer Ebene, die sämtlichen 
Tangenten erfüllen also eine Ebene, die Tangential- 
ebene^ deren Gleichung ganz analog gebildet wird, 
wie die der Tangente des Kreises T. 1 S. 63. 

Ist o) u x^ + ▼ yo + w h — 1 <üö Gleichung eines 
Punktes P { x^, . . . . auf der Kugel, so sind u, v, w, 
die Koordinaten seiner Tangentialebene, wenn 
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u = ^(x^— a); V = >« (Jo— b) , 

wo A durch a) bestimmt wird. Es ist 

au + bv + cw — 1 = — r'ii, 
somit A* = r— * N*, wenn N = au + bv + cw — 1. 
Es ist u" + v' + w» = A^r* = N'r« : r* oder 
6) (au + b V + c w— 1)« = r« (u« + v« + w»). 
Dies ist die uns schon bekannte Gleiohung der 
Kugel in Ebenenkoordinaten, welche ausdrückt, dass 
die Tangentialebene vom Centrum den Abstand des 
Kugelradius hat, sie ist wieder der betreffenden Kreis- 
gleichung ganz analog. 

Die Kugel ist also eine Fläche 2, Klasse. 
Ist die Tangentialebene u, y, w gegeben, so er- 
hält man für den Berührungspunkt 

-V __ _a T*u. 

^^ ""' *"■ A N ••• 

Sei P| uXj+vjj-l-wZj — 1 = ein beliebiger 

Funkt P I Xj . . . . und u, v, w, irgend eine durch ihn 
gehende Tangentialebene der Kugel, x^ . . . ihr Berüh- 
rungspunkt. Da zwischen den Grössen u, v, w 2 Gleich- 
ungen bestehen, die des Punktes und die der Kugel 
— 6), so gibt es eine einfach unendliche Schaar von 
Tangentialebenen der Kugeln durch den Punkt P und 
somit eine einfach unendliche Schaar von Berührungs- 
punkten. Wir haben für die Berührungspunkte : 7) die 
Gleichungen des Punktes P und a) also 

A [Xj (x^— a) -|- . . .]— 1 = und aus a) 

^[x,(x,-a) + ...]~l = 0, 
somit: (x^ — x^) (x^ — a) -{-... = 0, oder da x^ . . . auf der 
Kugel 
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8) (x._a) (x,-a) + (y,-b) (y,-b) + (z,-c) (z, - c) 

-r'=0, 
d. h. aber: Alle Berührungspunkte liegen in 
einer Ebene^ und da sie zugleich auf der Kugel 
liegen, so liegen sie auf einem Kreise. Die Ebene 8 
hat wieder genau dieselbe Gleichung wie 
die Tangentialebene (T. 1 S. 64), nur dass an 
Stelle des Berührungspunktes der feste Funkt getreten 
ist ; wir nennen sie die Chordale oder die (harmonische) 
Polare des P o 1 e s P ; ihre Bichtungskosinus sind pro- 
portional (x^— a)..., also steht sie auf MP senkrecht 
Ist P, =M, so ist 8): — r' = 0, d. h. die Polarebene 
des Mittelpunkts ist die unendlich ferne 
Ebene. Die Polarebene ist stets reell, gleichgiltig, ob 
die Tangentialebenen durch P reell sind oder nicht, 
d. h. ob die Gleichung von P und die der Kugel in 
Ebenenkoordinaten vereinbar sind oder nicht. Die Be- 
dingung der Bealität ergibt sich, wenn man 6) in die 
Form bringt: au + bv + cw— l=r/*, wo 

^ = )/u«+v» + w»; 
subtrahiert man dann die beiden Gleichungen, so er- 
halt man 

(X,— a)u + (yj— b)v + (z,— c)w = r^, 
und wenn man durch fi dividiert 

(Xj — a) cos a + (y^ — b) cos ß -f (z^ — c) cos y = r, 
wo aßy die Eichtungswinkel der Ebene u, v, w sind ; 
dividiert man durch MP oder d, so sind (Xj — a) / d . . . 
die Bichtungskosinus der Geraden MP, also ist die 
linke Seite der Cosinus des Winkels zweier Geraden 
und muss als solcher < 1 sein; d. h. aber d > r, wie 
bekannt. 
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Die Gleichung 8) ist symnietriscli in Bezug auf 
Xj . . und x^ • . ., daraus folgt, dass die Polarebene von 
x^ . . . durch Xj . . . geht, d. h.: Bewegt sich ein 
Punkt auf einer Ebene, so dreht sich seine 
Polarebene um den Pol jener Ebene und um- 
gekehrt : 

Dreht sich eine Ebene um einen festen 
Punkt, so bewegt sich ihr Pol auf der Polar- 
ebene jenes Punkts. 

Ist die gegebene Ebene in Axenkoordinaten u y w 
gegeben, so findet man durch dieselbe Bechnung, welche 
die Koordinaten des Berührungspunktes gab, genau 
dieselben Ausdrücke für die des Pols: 



Xp — a = — 



N ' 

wo N wieder au + bv-|-cw — 1 bezeichnet. 

Die Ausdrücke zeigen, dass, wenn Ebenen durch 
Eine Gerade gehen, auch ihre Pole auf Einer Geraden 
liegen, und v. v. Sei die erste Gerade bestimmt durch 

zwei ihrer Ebenen e^ i u, und e, | u, . . ., deren Pole 
Pj I X, . . . und P, I Xj . . ., sei c, | u,..einedritteEbene 

(U, ylU, 
X, . . ihr Pol, so ist u, = /^ . . . 

wo^ = ^-, 

also: Bilden die Polar-Ebenen ein Büschel, 
so bilden die Pole eine Punktreihe und v. v. 
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Die Geraden, welche Träger des Büschels und der 
Reihe sind, kann man konjugierte nennen, da sie sich 
dual entsprechen. Wenn A das Zeichen wechselt, so 
wechselt es auch ^ und v. v., d. h.: Bilden die 
Ebenen ein harmonisches System, so bilden 
es die Pole desgleichen und v. v, 

§ 16. Kugel und Kugel, Kngelkomplex, Kiigelschaar. 

Seien Kj = und K, = die Gleichungen zweier 
Kugeln, ihre Kombination liefert die Schnittlinie. Das 

System K^ = 0; K,= ist { dem System K^ +K, =0, 

K^ — K, = 0, die letztere Fläche ist aber eine Ebene, 
somit ist die Schnittkurve zweier Kugeln ein Kreis, 
der sich auf einen Punkt reduzieren kann und auch 
imaginär werden kann. 

Wenn x . , . über jedes Mass gross werden, redu- 
ziert sich die Form K auf 
9) x^ + y« + z» = 0. 

Diese Gleichung hat , wenn x y z als beliebig 
variabel betrachtet werden, nur eine reelle Lösung 
x = Oy = z = und stellt also als reelle Fläche eine 
Punktkugel um den Nullpunkt dar. Lässt man 
aber, wie in der Algebra, auch imaginäre Lösungen zu 
un,d ordnet diesen eine eigene Gattung uneigentliche 

Raumpunkte i imaginäre zu, und ist Plx, y, z eine 
solche, so ist /Ix, Äj, Az ebenfalls eine Lösung, d. h. 
die ganze Gerade OP liegt auf der Fläche, sie stellt 
daher einen imaginären Kegel — Kugelkegel — 
dar,' dessen, (reeller) Scheitel der Nullpunkt ist. Die 
Gleichung der Kugel lässt sich schreiben 
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x* + y« + z*--2ax — 2bx — 2cx + (a*+b« + c* — r«); 
a' + b" + c" — r* ißt die Potenz p des Nullpunkts iu Be- 
zug auf die Kugel. Aus der Form 9) ist das Centrum 
der Kugel verschwunden; alle Kugeln verschmelzen also 
im Unendlichen mit dem imaginären Kugelkegel, dessen 
Schnitt mit der unendlich fernen Ebene KonstanB = 0, 
dem Ort der unendlich fernen Punkte ein imaginärer 
Kreis ist, man kann also sagen: Alle Kugeln gehen 
durch denselben imaginären Kreis im un- 
endlichen. 

Die Form K = x'+y'+z'— 2ax— 2by-2cz+p=0 
hat vor der früheren manche Vorzüge, und a b c p 
sind eben so gut Koordinaten der Kugel, wie a, b, c, r. 
Zunächst soll der Winkel bestimmt werden, unter dem 
sich 2 Kugeln K und K, schneiden. Man hat: 
2rr, cosy = r* + rj'— MMj' = a' + ..-—p + aj» 
+ ... — Pi — (a— aj»... 

2rrjCosy = 2(aaj+bm-cCj— ^-(p + Pi))- 

Insbesondere ist die Bedingung dafür, dass 2 
Kugeln sich rechtwinklig (normal, orthogonal) durch- 
schneiden (cos (p^O): 

10) aa^+bb, + cc,-^^(p + pj = 0. 

Diese Formel kann man auch direkt ableiten durch 
die Bemerkung, dass in diesem Falle die Potenz des 
Oentrums M^ in Bezug auf die Kugel K gleich r, % d. h. 
ai'+bj'+Cj'— 2aa,— 2bb,— 2ccj+p = ai'+b/+c^«— pj, 
woraus 10) unmittelbar folgt. 

Denken wir uns in 10) a ; b ; c ; p ; fest, a^ . . . . 
variabel, so stellt 10) alle oo" Kugeln dar, welche die 
Simon, Analytische Geometrie des Banmes. 6 
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gegebene Kugel K j a. . . . p normal schneiden, sie bil- 
den, da ihre Koordinaten durch eine lineare Gleichung 
gebunden sind, einen linearen Komplex. Sei: 

11) d,a,+d,b,+d3C,+d,p,+d,=0 
irgend eine lineare Gleichung zwischen den variablen 
Koordinaten einer Kugel, so kann man sie auf die 
Form 10) bringen, indem man setzt: 

*=-2d:5 *>= — äa:' "=-21:' p=+2d:' *^*»= 

Der lineare Kugelkomplex (Q) besitzt 
stets Eine Kugel, welche alle Kugeln des 
Q normal schneidet; sie heisst die Hauptkngel 
(Normal, Orthogonal) des Komplex. 

Ist d^ = 0, 80 geht die Hauptkugel in eine Ebene 

(Plankugel) über. Die Form 11) ist (der Form 10) 
und diese vereinfacht sich, wenn man den Nullpunkt in 
das Centrum der Hauptkugel legt und geht dann über in 
11*) Pi = — p = Konstans, also: 

Der lineare Kugel-Komplex ist die Ge- 
samtheit aller Kugeln, welche in Einem 
Punkt dieselbe Potenz haben. 

Die konstante Potenz p (wo p jetzt für — p ein- 
tritt) ist gleich dem Quadrat des Badius g der Haupt- 
kugel; ihr Centrum hat in Bezug auf sie selbst die 
Potenz — Q^ oder — p, sie gehört also nicht zum ß, 
ausser wenn q bezw. — p = 0^ d. h. wenn sie zur Punkt- 
kugel wird, dann besteht der Komplex aus den oo' 
Kugeln, welche durch geheu. 

Ist p d. i. Q^ negativ, so wird die Orthogonalkugel 
imaginär, ihr Centrum, der Kern des Komplex, 
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liegt innerhalb jeder Kugel; im entgegengesetzten Fall 
liegt der Kern ausserhalb aller Kugeln. 



Zum Komplex gehören Punktkugeln, d. h. Kugeln, 
deren Radius r gleich Null ist, ihre Centren genügen 
also der Gleichung 

a.»+b.'+c.'-p-a.»+b,» + c. - ^'=0. 
In Worten: 

Die Punktkugeln desKomplex bestehen 
aus den Punkten der Normalkugel. 

Die Ebenen des Komplexes erhalten wir, wenn wir 
die Koordinaten der Kugel in der Form 
a' b' & p' 
"d"' "d"'* "d"' "d" 
denken, und nach Multiplikation mit d diese Zahl gleich 
Null setzen, dann rückt der Mittelpunkt ins Unendliche 
und der Radius wird auch unendlich. Für diese 
Ebenen, die Plankugeln des Komplex, gelten 
dann die Gleichungen 

— 2a'x — 2b'y — 2c'z+p' = 0, und da 

-^ = p = ^^ d. h. p' = 0, 

so haben wir für sie 

2a'x + 2b'y + 2c'z = 
als Gleichung der oo* fachen Ebenen oder Plankugeln 

des Komplexes. Die Gleichung wird durch 1 . . • 
für jedes Wertsystem a' . . erfüllt, d. h. also: 

Alle Plankugeln desKomplex schneiden 
sich im Kern. 

Seien K^ 1 a^ b^ c^ p und K, | a^ b^ c, p 2 Kugeln 
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des Komplex, so hat die Ebene ihres Schnittkreises die 
Gleichnng 

K.-K. = 2 (a.-a.) x+ 2 (b.-b.)y +2 (c, -c.) z = 0, 
sie geht also darch den Nullpunkt, d. h. den Kern des 
Komplexes. Allgemein, wenn K^ = und K, = die 
Gleichungen zweier beliebigen Kugeln sind, istK^ — K,=0 
die Gleichung ihrer Schnittebene, sie sagt nach § 14 
aus, dass jeder ihrer Punkte in Bezug auf beide gleiche 
Potenz hat; umgekehrt, hat ein Punkt P gleiche Potenz, 
so ist Kj=K„ d. h. K,— K, = 0. Die Schnitt- 
ebene ist also der Ort der Punkte, welche 
in Bezug auf beide Kugeln gleiche Potenz 
haben, sie ist zugleich: Potenzebene. Sie ist als 
Potenzebene stets reell, gleichviel ob der Schnittkreis 
reell, auf einen Punkt zusammenschrumpft, oder ima- 
ginär ist; jeder ihrer Punkte kann zum Kern eines 
Komplex gemacht werden, dem beide Kugeln angehören. 
Ist Kj — Kj = c, so ist dies die Gleichung einer Ebene, 
welche der Potenzebene parallel ist^ also: 

Verschiebt man die Potenzebene parallel, so er- 
leidet die Differenz der Potenzen für alle Punkte die 
gleiche Aenderung. Die Potenzebene steht auf der 
Centrale (Axe) der Kugeln senkrecht und teilt sie so, 
dass die Differenz der Quadrate der Abschnitte gleich 
der Differenz der Quadrate der Badien ist. Sind 
K,; K,; K,; drei Kugeln, so sind K^— K,; K,— K, ; 
Kj — K, die Formen ihrer Potenzebenen und da identisch 

(K -K,)+(K,-K.) + (K,-K,) =0 
80 gehören die 3 Potenzebenen dreier Kugeln zur 
selben Schar, oder: 

Die 3 Potenzebenen von 3 Kugeln schnei- 
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den sich in Einer Geraden, der Potenzaxe. 

Daraus folgt: 

Die 4 Potenzaxen von 4 Kugeln schnei- 
den sich inEinem Punkt, dem Potenzpunkt. 

Die Sätze erleiden eine Ausnahme, wenn 

K, — K, ;i 

Kj = — ___~7 — ; dann ist 

K.-K.=.l(K,-K,), 
d. h. die 3 Potenzehenen fallen in eine Ebene zu- 
sammeuy also wenn:. 

K3 = k:,-k,;i=o 

schneiden sieh die 3 Kugeln im selben 
Kreise^ sie gehören zu einer Sohar^ ^ heisst 
der Parameter der Schar; ist K^ = Kj — l^X* und 
X -\- Ä' =^0^ so bilden die 4 Mittelpunkte ein harmo- 
nisches Punktsystem und man sagt, die 4 Kugeln 
bilden ein harmonisches Kugelbüschel. 

Seien jetzt K^ und K, zwei Kugeln des Kom- 
plexes, Mj und M, ihre Centren ; bei der völligen Will- 
kür von a' b' o' einerseits und a^ — a, andererseits ist 
es erlaubt, va' = ^ (a^ — a,) . . . zu setzen. Seien K, 
und K^ zwei andere Kugeln, deren Centren auf M^M, 
liegen, so ist 

»1 — a» ^ &! — a, X' , . , 

a^ = \. ^ ... a* = -^j jj— . . . und es wird 

Also 

Alle Kugeln des Komplex, deren Centren 
in Einer Geraden, achneiden sich im selben 
Kreis, bilden eine Schar. Jede Plankugel 



»8 — »4 = {i^X) (l--^0 ^^' "~ ^«^ "" ^ K — «'2) == ' 
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kann als Potenzebene je zweier Kugeln an- 
gesehen werden, deren Centrale auf ihr 
senkrecht steht. Die oo^fache Menge der 
Kugeln des Komplex schneiden sich in der 
OD^fachen Menge seiner Plankugeln. 



Seien K^ . K^ . Kg drei Kugeln des Komplex, 
welche nicht zur selben Schar gehören. Das System 

K,=0. K,=0, K,=0 
ist ( dem System 

K,=0, K,-^K3=0, K3-K,=0, 
d. h. also : 

3 Kugeln, welche nicht zu Einer Schar ge- 
hören, schneiden sich in zwei Punkten, welche 
auch zusammenfallen, und auch imaginär werden können. 

Gehören die 3 Kugeln zum Komplex, so geht die 
Schnittgerade der beiden Ebenen des Systems als Po- 
tenzaxe durch den Kern; also: 

3 Kugeln des Komplex, welche nicht zur 
selben Schar gehören, schneiden sich in einem 
Punktpaar, das mit dem Kern in Einer Geraden 
liegt. 

Sei AB ein solches Paar, so ist nach dem Potenz- 
satz OA . OB ^ p = ^^, wo ^ der Radius der Haupt- 
kugel, schneidet AB diese Kugel in H^ und H,, so 
werden A und B durch Hj und H^ harmonisch 
getrennt. Auf jedem Strahl, der von ausgeht, 
jedem Kernstrahl, giebt es zu jedem Punkt A einen 
entsprechenden Punkt B, so dass OAOB = (>^ Ist 
AI X . . ., und B |xj . . ., so ist x^ ^ OB cos a, wenn a 
der betreffende Richtungswinkel von OA ist, also 
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OBx _ xp 
^ ~ OA ~ OA» • • • 
und ebenso umgekehrt 

X ^g, . . . 

•fede Komplexkugel, welche durch A geht, geht durch 
B u. V. V., denn wenn K | a, b, c, p die Kugel durch 
A und OA = r, OB = rj, so ist 

8 8 

^^ + . . . — 2a^ . . . + p = 0, oder 

|^(^' + y.' + z. ') + ... = 0, da aber 
x,' + y,' + Zj^ = rj«, so ist 

oder durch p dividiert und mit r^' multipliziert und 
umgekehrt geschrieben: 

^i' + yi* + Zi» — 2ax, — 2by, — 2cz, + p = 0. 
Die Funkte auf dem Strahl OA bilden eine 
involutorische Punktreihe oder kurz eine Involution 
und zwar sind 2 Fälle zu unterscheiden^ je nachdem 
g^ positiv oder negativ ist. Im ersteren Falle ist q und 
damit die Hauptkugel reell; sie schneidet AB zwischen 
A und B und in der Verlängerung, die Punkte H^ und 
H, sind reell, sie heissen die Hauptpunkte der 
Involution^ und die Involution selbst hyper- 
bolisch. Ist ^' negativ, so ist die Hauptkugel^ und 
damit H^ und H^ imaginär, die Punkte A und B liegen 
zu verschiedenen Seiten von 0, die Involution ist el- 
liptisch* Ist die Hauptkugel reell, so schneiden sich 
2 Komplex-Kugeln, deren Centren auf Einem Kern- 
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strahl liegeu, nicht; dann kann man wie in T. 1, S. 68 
Kugeln konstruieren, welche denselben imaginären 
Schnittkreis haben; und dann schlägt man um jeden 
Punkt P die Komplexkugel, indem man von P an die 
Hauptkugel der Tangente zieht; im Innern der 
Hauptkugeln liegen dann keine (reellen) 
Centren. 

Ist die Hauptkugel imaginär, oder p ^ — ^', so 
tritt an ihre Stelle als Vice- (Haupt-) Kugel die 
Kugel um den Kern mit Radius q, sie gehört selbst 
zum Komplex und wird daher von allen Kugeln 
des Komplex in einem Grössten Kreis (Kugel- 
gerade) geschnitten. Man schlägt dann um P die 
Komplexkugel, indem man auf PO einen senkrechten 
Radius derVicekugel zieht, und sein Ende mit P ver- 
bindet; hier ist jeder Punkt Centrum einer (reellen) 
Komplexkugel. 

§ 17. Die Inversion. 

Man kann auf die Zuordnung der Punkte A und B 
durch die Relation CA . OB = p = (>* eine geometrische 
Verwandtschaft, d. h. Zuordnung von Figuren gründen, 
welche von grosser praktischer Bedeutung geworden 
ist. A und B heissen dann ein Paar inverser 
Punkte (T. 1, § 35), es ist zweckmässig, das Punktpaar 
mit AAj etc. zu bezeichnen. Dann ist unmittelbar 
klar, dass w^nn p positiv, die Inversion: äussere, 
die Hauptkugely die jetzt Inversator heisst, sich 
selbst in der Weise entspricht^ dass jeder Punkt mit 
seinem entsprechenden zusammenfallt; ist p negativ, 
die Inversion: innere, so wird die Vice-Kugel 
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zum Inversator, anch sie entApricht sich selbst, aber so 
dass jeder Pnnkt seinem entsprechenden diametral 
gegenüber liegt. Jede Kugel, des Q entspricht sich 
ebenfalls selbst, wie auch jeder Kreis^ in dem sich 
2 Kugeln des ^ (also alle auf ihrer Centrale), schnei- 
den, sich selbst entspricht. 

Sei K { a . . . tt eine beliebige Kugel, P { x . . . 
einer ihrer Punkte, dann ist nach dem vorigen § 
Pj ^x, . . . wo 

X, = -^ (OP sei r ; OP, = rj und 

X ^ —^y also geht K über in 
^^ + .. . — 2a^... + 7ir = 0, oder in 

_ 9 

r » — 2ax, ^ — . . . + i = 0, d. h. 

S. 1) Die inverse Fläche einer Kugel K 
ist wieder eine Kuffel K'. 

. P p' 

Die Koordinaten von K' sind also a — ... — ; 

TT n 

die Centren M und M^ liegen mit dem Kern daher 

(Proportionalität der Richtungsfaktoren von OM und 

OM') in Einer Geraden, sie sind nicht inverse Punkte, 

aber da 

OM^ __ o^ _ ß^ _ Y* _^ P 

ösr ~ "öT "~ 7~ "~ ^ """ ^ ' 

so ist, wenn wir die Radien der Kugeln R und R' 
nennen : 



OM' 



OM 



R' ^- ^- 
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Satz 2) Der Kern (T. 1. Centrum) der In- 
version ist Aehnlichkeitspunkt für je zwei 
inverse Kugeln. 

(Aeusserer, wenn p und n gleiches Zeichen, innerer, 
wenn sie entgegengesetztes Zeichen haben.) 

Ist ?r = 0, d. h. geht die Kugel K durch 0, so 
rücken Centrum und EAdius von K' ins Unendliche, 
d. h. K' wird zur Ebene. 

S. 3) Die inverse Fläche einer Kugel 
durch den Kern ist eine Plankugel. 

Die Gleichung dieser Ebene ist 

«^i+^ji+yz, — ^ =0, 

d. h. ihre Bichtungsfaktoren sind denen des Strahls OM 
proportional, also: 

S« 4) Die einer Kugel durch den Kern, 
Kernkugel, inverse Plankugel ist parallel 
der Tangentialebene der Kernkugel im 
Kern. 

Der Fusspunkt P^ des vom Kern O auf die Plan- 

{ap 
pa • • • <i« ll» 

S. 5) Der Fusspunkt des vom Kern auf 
die Plankugel gefällten Lotes ist invers 
zum Schnittpunkt dieses Lotes mit der in- 
versen Kugel. 

Da die Inversion auf Gegenseitigkeit beruht (T. 1, 
S. 156)^ so gehört zu jeder Ebene oder Plankugel als 
inverse Fläche eine Kemkugel. Jedem Kreis (als 
Schnitt zweier Kugeln) entspricht wieder der Kreis, 
in welchem sich die inversen Kugeln schneiden. Jeder 
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Geraden, als Schnitt zweier Ebenen, entspricht wieder 
ein Kreis als Schnitt zweier Kernkngeln, also ein Kreis 
durch 0, wie schon daraus folgt, dass allen un- 
endlich fernen Punkten, und somit auch denen 
der Geraden invers ist. 

Sei w ein linearer Kugelkomplex, dessen Kern 
nicht Oist, seine konstituierende Gleichung sei (10) in 
der Form: 

(10) aa... — ~{n + k) = 0. 

Es waren die Koordinaten der a , . . n inversen 
Kugel «j . . . TTj; wo 

P P* , ^ P* 1 ^1 P 

a, =a~...;r, = - , also a = a, — . . . ;r = — oder — = — 

* ?r * TT ' * p TTj p ^ 

somit 



12) 



a^ p + ...—— (p* + k^Fj) = 0; somit 
«1 + • • • - 4" (^^ + y) = ^5 in Worten: 



2 
pa 
k 

S. 6) Einem linearen Komplex entspricht 
invers wiederum ein linearer Komplex, und 
zwar sind die Hauptkugeln selbst entspre- 
chende Kugeln, die Potenz der Inversion 
ist mittlere Proportionale zwischen denPo- 
tenzen derKomplexe (denn der Vergleich zwischen 

P P' 

10) und 12) ergiebt a^ = a -^ . . . k, = y^* 

Wie man in der Ebene durch 2 Paare inverser 
Punkte, welche nicht in Einer Geraden liegen, einen 
Kreis legen konnte, der im Kern die Potenz der In- 
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Version hat, so kann man im Baum duroh 3 Paar in- 
verser tunkte, welche nicht auf Einer Ebene liegen^ 
eine Kugel legen, welche im Kern die Potenz der 
Inversion hat; daher liegen zwei inverse Kreise (wenn 
sie nicht in Einer Ebene liegen, in welchem Falle der 
Kern in dieser Ebene liegt), auf Einer Kugel; die 
Inversionsstrahlen bilden einen (graden oder schiefen) 
Kreiskegel und mau hat den Satz: 

S.7) Ein Kreiskegely welcher eine Kugel 
in Einem Kreise schneidet^ schneidet sie 
auch in einem zweiten Kreise. 

Die auf S. 156, T. 1 gegebenen Sätze bleiben mit 
der für den Raum nötigen Erweiterung bestehen. 

Wir sagen, dass 2 Flächen y und F sich im Punkt P 
berühren^ wenn sie in P eine gemeinsame Tangential- 
ebene (§ 11) haben. Dieser Ebene « entspricht dann 
invers eine Kemkugel x, welche die inversen Flächen 
yj und Fj in Pj, dem inversen von P, berührt, wie 
aus der Eindeutigkeit und Gegenseitigkeit der inversen 
Beziehung sofort erhellt. Haben die 2 Flächen in P 
einen gemeinsamen Punkt, und sind e und e ihre Tan- 
gentialebenen in P, so entsprechen diesen 2 Kernkugeln 
durch 'P^ deren Tangentialebenen in den Ebenen e 
und e parallel sind (Satz 4). Die Tangentialebenen an 
die Kugeln in P^ sind, wie eben bemerkt, zugleich die 
der Flächen q>^ und F^ in P^ und da 2 Kugeln, wegen 
der Kongruenz der Dreiecke aus den Hadien und 
der Centrale sich überall unter demselben Winkel 
schneiden, so schneiden sich auch die Flächen q>* und F' 
unter demselben Winkel wie die Flächen q> und F; 
wir haben somit den wichtigsten Satz der Inversion: 
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S. 8) Zwei beliebige Flächen oder Li- 
nien schneiden sich in jedem gemeinsamen 
Punkt unter demselben Winkel, wie ihre 
inversen Flächen im inversen Punkte. 

Hieraus folgt sofort: 

S. 9) Einem unendlich kleinen Tetraeder 
entspricht wieder ein unendlich kleinerTe- 
traeder mit den gleichen Winkeln der Flä- 
chen und Kanten (denn im Dreikant bezw. sph. 
Dreieck bestimmen die Winkel die Seiten) oder: 

Jedem unendlich kleinenTetraeder ent- 
spricht invers ein kongruent- oder sym- 
metrisch-ähnliches. 

Da wenn der Hauptkreis reell die inversen Punkte 
an derselben Seite des Kern liegen und stets, je näher 
der eine dem Kem^ desto weiter der andere, so tritt 
Fall 2 bei positiver, Fall 1 bei negativer Potenz ein. 

Die Inversion^ auch Kreisverwandtschaft 
(Möbius) oder Transformation durch rezi- 
prokeBadien (Liouville) genannt, ist daher 
eine winkeltreue oder konforme Abbildung 
des Baumes auf sich selbst, ja sie ist in ge- 
wissem Sinne die einzige; da die ähnliche Abbildung 
oder Abbildung im veränderten Massstab durch 2 In- 
versionen desselben Punktes vom selben Kern aus er- 
setzt werden kann. Ist A . OAj = p und A , OB^ = q, 
so ist 

OB. - q- 
Die Aehnlichkeit ist äussere, wenn beide Potenzen 
gleiches Zeichen haben, sonst innere. 
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Die Engel. 



Von der Inversion macht man Anwendung in der 
Theorie der höheren Kurven (vgl. T. 1 Cissoide und 
Lemniscate) und Flächen, in der Potentialtheorie, in 
der Maschinenbaukunst zur wirklichen Geradiührung, 
und in der Kartenzeichnung bei der sogen. „Stereo- 
graphischen" Projektion. Nimmt man auf der Erd- 




Fig. 11. 

kugel an und projiziert sie durch einen von aus- 
gehenden Strahlen kegel auf eine Ebene e parallel der 
Tangentialebene an die Kugel in 0, so ist damit eine 
Abbildung durch Inversion gesetzt, sobald mit der 
Potenz OFOFj = + p ausgestattet wird (Fig. 11), wo 
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F der Fusspunkt des von O auf e gefällten Lothes, 
Fj der Bndpunkt des von ausgehenden Durohmessers 
ist; denn sind P und P, ein Paar entsprechender 
Punkte, so sind OPF und OP^F^ '^, da OPF als 
Peripheriewinkel auf dem Halbkreis ein Rechter, also 
OPOPj =OFOFj =p. 

Die Meridiane verwandeln sich dann in Kreise 
durch die dem Nord- und Südpol N und 8 entspre- 
chenden Punkte Nj und Sj, die Parallelkreise in Kreise, 
welche jene rechtwinklig durchschneiden. Man erreicht 
dadurch, dass alle Winkel auf der Karte richtig 
bleiben, d. h. denen der entsprechenden Linien auf 
der Erde gleich sind. Die Kadien der inversen Meri- 
diane wechseln, dem Meridian durch selbst entspricht 
die Gerade N, Sj ; fällt mit N zusammen, so werden 
die inversen Meridiane zu einem Strahlenbüschel durch 
Sj und die Parallelkreise zu konzentrischen Kreisen 
um 8,. 

Alle diese Sätze sind synthetisch ent- 
wickelt von Reye in seiner leider wenig ver- 
breiteten synthetischen Geometrie der Kugeln. 
Leipz. 1879. 

ly. Abschnitt. 

Die Fläehen 2. tterades und 2. Klasse In 
allgemeiner Behandlung. 



§ 18. Die homogene Gleichung 2. Grades mit 4 Yarialbeln. 

Die Kugelgleichung war sowohl in Punkt- als 
Ebenenkoordinaten quadratisch ; die Kugel gehört daher 
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zu den Flächen 2. Grades nnd 2. Klasse. Flächen, 
(§ 11), von denen nicht mehr als 2 Elemente zu einer 
Geraden gehören, wenn wir als Element der Fläche 
2. Grades einen ihrer Punkte, als Element der Fläche 
2. Klasse eine berührende Ebene ansehen. Wir be- 
wiesen schon in § 11 allgemein, dass bei einer Fläche 
n. Grades, F^ nach Reye (Geometrie der Lage), nicht 
mehr als n-Punkte auf einer Geraden liegen, und bei 
einer Fläche n. Klasse ^^ nicht mehr als n-Ebenen sich 
in einer Geraden schneiden. Es ist 

1) a,,r« + 2a,,rs + 2a,,rt + 2a,3r + a,jS« + 2a,,st 

+ 2a^3S+a„t« + 2a,3t+a33 = 
die allgemeinste Form einer Gleichung 2. Grades in 
3 Variabein ; wir machen die Gleichung homogen durch 
Einführung einer Hilfsvariabel, indem wir setzen 

r= — ; s = — ;t = — . 

Ss 83 83 

Sollen r , . . Punktkoordinaten bedeuten, so schrei- 
ben wir dafür x, y, z, und setzen s^ . . . gleich x, . . . ; 
wird für X3 dann 1 gesetzt , so ist x = x^ ; y = Xj ; 
z = Xj. Sollen r, s, t, Ebenenkoordinaten bedeuten, so 
schreiben wir dafür u, v, w, wenn es Axenkoordinaten 
sind ; die allgemeinen Ebenenkoordinaten sind homogen 
und werden dadurch gekennzeichnet, dass für s gesetzt 
wird 0-, ist o;,* + Oi' + o",* = 1, so haben wir Hesse* sehe 
Koordinaten. 

Durch Einführung der Hilfsvariabel geht 1) über 
in die bequeme Form 2) -SaikSiSk = 
wo ai k = ak i und die Indices i und k der Beihe nach 
die Werte bis 3 durchlaufen. Die linke Seite von 2) 
heisst homogene Form 2. Grades und werde mit G' 
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bezeichnet; werden durch die s-Punktkoordinaten aus- 
gedrückt, so ist G' = die allgemeine Gleichung der 
Fläche 2. Grades, die wir mit Reye (Geometrie der 
Lage) F' nennen, liefern die s Ebenenkoordinaten, so 
ist G*=0 die Gleichung einer Fläche 2. Klasse : 9^' 
nach Reye ; zusammenfassend sagen wir G' = 0, stelle 
ein Gebilde 2. Ordnung G' dar. 

Die Form 2) enthält 10 Konstanten, da aber die 
Gesamtheit der Systeme s^ . . .; welche die Gleichung 2) 
erfüllen, sich nicht ändert, (kurz: die Valenz der 
Gleichung ungeändert bleibt) wenn man mit einer Kon- 
stanten multipliziert, und nicht alle a^ ja sogar nicht 
alle Koeffizienten a,^^ a^^ a,,, a^^ aj, a,, verschwinden dürfen, 
so kann man durch einen von ihnen z. B. a^^ dividieren 
und die Form 2) hängt also nur von den 9 Quotienten 
ab. Bezeichnet man allgemein ein VVertsystem der s, 
welches die Gleichung 2) erfüllt als Element des 
Gebildes G*, so sieht man, dass im allgemeinen die 
Form durch 9 Elemente und damit auch das Gebilde 
G^ durch 9 seiner Elemente bestimmt ist, da aus 9 
linearen Gleichungen im allgemeinen die 9 Quotienten 
berechnet werden können als Funktionen der 9 Wert- 
systeme s\ . , . bis s®o • . • Also: S. 1) Eine F* 
bezw. g)* ist durch 9 ihrer Punkte bezw. 
Ebenen im Allgemeinen bestimmt. 

Sind 8 Elemente von G' gegeben, so kann das 9. 
beliebig gewählt werden, und es giebt unzählige Ge- 
bilde G', welche dieselben 8 Elemente besitzen. Man 
erhält dann zur Bestimmung der 9 Quotienten 8 lineare 
Gleichungen und kann dann 8 durch den 9. ausdrücken. 
Nehmen wir an, wir hätten durch a^Q dividiert und be- 
Slmon, Analytische Geomelrie des Baumes. 6 



82 Die Flächen 2. Grades u. 2. Klasse in allg. Behand. 

zeichnen mit bijj dann kann man z. B. die 8 

ersten Quotienten durch den letzten b,, ausdrücken, 
und es ist bi k = Si k + S'i k bjg wo die 8 ganz bestimmte 
Funktionen der 8 gegebenen Elemente s sind, also 
ganz bestimmte Zahlen, wir erhalten also 

^^=ö«(S)+b33G*(S0undG' = o|G'(c)+>lG'(d)}. 
*oo l J 

Wenn wir Sik mit cik und S'ik mit dik, und bj, 
mit Ji bezeichnen, wo A, jeden beliebigen Wert haben 
kann. 

Es sind aber G'(c) = 0, G'(d) = die Gleichungen 
zweier Gebilde 2. Grades C und D, diese haben zu- 
nächst die 8 gegebenen Elemente gemeinsam, wie man 
sieht wenn man A, = setzt ^ aber ausserdem noch un- 
zählig viele andere, welche eine einfach unendliche 
stetige Menge bilden, die als Schnittgebilde von 
C und D bezeichnet wird. Für jedes Element des 
Schnitts wird aber nach G'(a)-=0, d. h. G'(a) stellt 
ein Gebilde dar, das den Schnitt von G' (d) und G* (c) 
enthält (durch den Schnitt hindurchgeht): also 

S. 2). Soll das Gebilde G' durch 9 seiner 
Elemente bestimmt werden^ so dürfen iie 9 
Elemente nicht auf dem Schnitt zweier Ge- 
bilde 2. Grades liegen. 

S. 3). 2 Gebilde, welche 8 Elemente ge- 
mein haben^ haben unzählig viele andere, 
die des Schnittgebildes, gemeinsam. 

Da ein Produkt zweier Formen ersten Grades 
auch eine Form 2. Grades ist, so kann es vorkommen, 
dass z. B. g'(c), d. h. die Form von G'(c) gleich 
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H'K'. iflt wo H' = oder K' = ein Gebilde erster 
Ordnung, also entweder eine Ebene oder einen Punkt 
darstellen, dann ist 

G»(a) = G«(b) + ^H'K' = 
die Gleichung des Gebildes G', dies enthält die Ele- 
mente, welche den Gebilden u/=-a und diejenigen, 

G«(b) = . . , 

welche K' = gemein sind. 

Umgekehrt ist klar, dass, wenn die zwei Gebilden 
G'(a) und G'(b) gemeinsamen Elemente einem Gebilde 
erster Ordnung H' = angehören , G' (a) = G' (b) 
+ >l H' K' sein muss : Also 

S. 3). Zwei Gebilde 2. Grades, deren Schnitt 
einem Gebilde 1. Grades angehört, besitzen 
noch einen 2. Schnitt der einem 2. Gebilde 
1. Grades angehört. 

Die beiden Schnitte und damit die beiden Gebilde 
ersten Grades können zusammenfallen, so dass G'(a) 
= G"(b) + ii(H')", denn zählt man diesen Schnitt dop- 
pelt, und sagt, dass G'(a) und G'(b) sich in diesem 
Schnitt berühren. 

Ist G* eine F*, so ist H'=0 eine Ebene «, der 
Schnitt ist, wie man erkennt, wenn man eine Koordi- 
natenebene parallel der Ebene e annimmt, ein Kegel- 
schnitt (eine Kurve 2. Grades, C* nach Reye). Ist 
G' eine 9', so ist H' = die Gleichung eines Punktes 
P, das Schnittgebilde wird gebildet von der Gesamt- 
heit aller Ebenen der 9*, welche durch den Punkt P 
gehen (und Tangentialebenen an die 9' sind), sie bil- 
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den den Tangentenkegel von F an die q>*. Also 
spaltet sich Satz 3 in: 

8. 3*). Zwei F*, welche einen Kegel- 
schnitt gemeinsam haben, haben noch einen 
zweiten Kegelschnitt gemeinsam. 

S. 3^). Zwei y", welche einen Tangenten- 
kegel gemeinsam haben, haben noch einen 
zweiten Tangentenkegel gemeinsam. 

Da ein Kreiskegel eine F* ist, weil er von keinen 
Geraden ausserhalb in mehr als 2 Funkten geschnitten 
wird, so war der Satz von der Kugel ein Beispiel 
zu 3»). 

Es braucht nicht erst bemerkt zu werden, dass 
einer oder beide dieser Schnitte auch imaginär werden 
können. 

Sind von den Elementen des Gebildes G* oder 
G(a) 7 bekannt, so kann man 9 der Quotienten durch 
zwei von ihnen ausdrücken und erhält, wie vorhin 

ö"(a) { G«(b)+>lG'(c)+^G-(d). 

Man sieht, dass zu G'(a) alle Elemente gehören, 
welche B, C, D gemeinsam sind, dies sind zunächst 
die 7 gegeben, wie man sich überzeugt, indem man Ji 
und f/t zuerst beide Null setzt, dann ^ allein, aber 
ausserdem noch ein 8^®^ das im allgemeinen von den 7 
verschieden ist, da 3 Gleichungen 2. Grades, wie die 
Algebra zeigt, 8 gemeinsame Lösungen haben. Also 

S. 4). Zwei Gebilde zweiter Ordnung, 
welche 7 Elemente gemeinsam haben, haben 
auch noch ein durch die 7 bestimmtes 8*^^ 
Element gemeinsam. 
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Die Form yon D kann wieder das Produkt zweier 
Formen ersten Grades sein, oder wie man sich aus- 
drückt, das Gebilde D kann in zwei Gebilde erster 
Ordnung H' und K' zerfallen, dann haben B, C 
und H' vier Elemente, B; C und K' auch 4 Elemente 
gemeinsam. Der Schnitt zweier Gebilde 2. Grades 
wird von einem Gebilde ersten Grades, das nicht ganz 
zu ihm gehört, in 4 Elementen geschnitten. Sind die 
Gebilde zweiter Stufe F**s, so ist H' eine Ebene, sind 
sie 9>', so ist H,' ein Punkt^ im ersten Fall nennt man 
den Schnitt der F's eine Baumkurve, im zweiten 
Fall; eine geradlinige oder Begelfläche, von 
der Baumkurve liegen nicht mehr als 4 
Punkte auf einer Ebene, bei der Begelfläche 
gehen nicht mehr als 4 ihrer (Tangential) 
Ebenen durch einen Punkt, beide Schnittgebilde 
nennt man daher vom 4. Grade. 

§ 19. Polare. 
Sei 

G = -:?aikSi8k = a,,,,s„* + 2a^jS^,Sj+2a„s,,s, 

als Gleichung des Gebildes G gegeben; jedes Wert- 
system der Variabeln heisse Element des Gebiets, und 
wenn es die Gleichung 1) erfüllt, so heisst es Element 
des Gebildes; es wird kurz mit s bezeichnet, soll das 
Element hervorgehoben werden, so setzen wir statt 
G : G (s). 

Schon in § 4 ist bewiesen, dass 
2) G(s+sO = G(s) + 2-^Si'G'(8i) + G(sO 
wo 
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3) G'(si)=ai^8^, + ai^s^+ai,s, + ai,s, = ÄaikSk 
(2G'(8i) heisst die Ableitung von G (s) nach si). 

Die Form -^8'G'(8i) sowie jede äquivalente heisst 
Polarform P (s' G) des Pol(elem(Bnt8) s' für die 
Form G; sieht man darin s' als gegeben, s als variabel 
an, 80 ist P(8'G) = ein Gebilde erster Ordnung 
und heisst die Polare von s' in Bezug auf das Ge- 
bilde G=0. 

Es ist G(8 + 80 = G(8' + s) und somit 

4) P (s' G) = ^s'i G' (si) = 2Bi G' (s'i ) = P (s, s') 
ferner war (§ 4) 

5) -^SiG'(si) = G(s). 
Aus 4) folgt sofort: 

S. 5). Gehört das Element s zur Polare des 
Poles sS so gehört das Element s^ zur Polare des 
Element s. 

Aus 5) folgt ebenso schnell: 

S. 6). Liegen Pol und Polare in einan- 
der, so gehört der Pol zum Gebilde G und 
umgekehrt. 

Bestimmen die Yariabeln Punkte oder kurz ist 
das Polelement ein Punkt, so ist die Polare 
eine Ebene, deren Koordinaten G'(si) sind; ist das 
Polelement s eine Ebene, so ist die Polare ein 
Punkt dessen Koordinaten G'(8i) sind, also 

S. 7). Pol und Polare sind stets von ent- 
gegengesetzter (reciproker) Beschaffenheit. 

Dieser Satz legt es nahe, diese Beziehung zu be- 
nützen, um zwischen Punkt und Ebenenkoordinaten zu 
wechseln, indem man G'(si) = 01 setzt; also setzt: 
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aioSo + a„8i + aj,8, + a,3S, = aj 

a8oSo + a8iSi+a„8, + a,3S3 = (73 
ein System von 4 homogenen linearen Gleichungen. 

Das System 6) gestattet im allgemeinen die s um- 
gekehrt durch die o auszudrücken, und man erhält 

7) Si = aijj 0-0 + «i, ^i +«1, ^'j + «i8 ^s = ^'M 
wo die a Funktionen der aik sind, die alle denselben 
Nenner A haben. Nur wenn A = ist, ist die Ilmkeh- 
rung der Beziehung zwischen den s und a nicht ge- 
stattet ^ dies kann nur eintreten, wenn die 4 Glei- 
chungen 6) miteinander unvereinbar sind, d, h. wenn 
eine der G' (si) schon durch die 3 anderen bestimmt ist, 
also A = ist eine Gleichung zwischen den Koeffi- 
zienten aik, welche aussagt, dass wenn 3 der Ö'(si) = 
sind, die Vierte es von selbst ist. Ist A = 0, so soll 
die Form und das Gebilde G uneigentlich ge- 
nannt werden, 

Ist die Grundform G eigentlich, so gehört zu jeder 
Form H(8) eine "Wechselform H(o), und zu jedem 
Gebilde H(s) = 0, ein Wechselgebilde K{<i) = 0. 
Die Gebilde H und ip sind im allgemeinen verschie- 
den, aber von gleicher Ordnung, nur in verschiedenen 
Baumelementen ; sind sie identisch, so müssen Pol und 
Polare in einander liegen, also 

S. 8). Das Gebilde G ist sein eigenes 
Weohselgebilde P. 

S. 9). Ist a die Polare zum Pol s in Bezug 
auf G, so ist s die Polare zum Pol a in Bezug 
auf r. 
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Man erhalt H und damit Satz 8 und 9 wenn man 
5) in der Form schreibt 2BiOi = = 2oiW((ri), und 
damit zugleich 

S. 10). Die Wechselform einer Wechsel- 
form ist wieder die ursprüngliche Form, 

§ 20. Das Tangential-Element. 

Es seien s' und s" zwei Elemente des Gebiets 
der s, dann nennt man den Komplex aller Elemente 
sls'i+^s^'i, wo ^ von — 00 bis -\-co läuft die Ge- 
rade S'S'^, wenn noch festgesetzt wird, dass für 
-^ + 00 Element s = s" sei. Setzen wir in G (s) diese 
Werte für si ein, so giebt 2) wenn s zum Gebilde G 
gehören soll 

8) G(s) = G(s') + 2;iP(s's'') + >^"G(s'') = 0. 
Dies ist für Ä eine quadratische Gleichung, also 

S. 11). Ein Gebilde 2. Ordnung hat mit 
einer Geraden ausser ihr nicht mehr als 
2 Elemente gemeinsam. 

Eine F* wird von einer Geraden ausser 
ihr in nicht mehr als 2 Punkten geschnitten. 

8. 12. Eine F' wird von einer Ebene in 
einem Kegelschnitt geschnitten. 

Eine q>* wird von einem Punkt in einem 
(Tangenten) Kegel 2. Grades geschnitten. 

Ist s' auf G, so ist G (s') = und eine Wurzel Ä 
der Gleichung 5), wie vorauszusehen, ist Null ; ist aber 
auch P (s'8") = 0, d. h. liegt s" auf der Polaren 
z u s', auf der s', weil zu G gehörig, ebenfalls liegt, so 
wird auch die 2. Wurzel Ä zu 0, der zweite Schnitt- 
punkt der Geraden S'S" (kurz g) fällt mit s' zu- 
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sammen, die Gerade g heisst dann Tangente 
in s'. Die Polare zu einem Element s' des 
Gebildes G ist also der Ort aller Tangenten 
an G in s'. Als solche heisst sie: Tangentiale. 
Die Tangentiale lässt noch eine zweite Auffassung zu. 
Wenn ^s" unter jedes Mass klein, so verschwindet 
;i'G"(s") gegen X. 

Ist s' ein Element von G, s' + ii s" irgend ein be- 
nachbartes, so ergiebt 8) P (s' X s") = 0, und wenn man 
X s" beliebig variabel setzt, also X s " = s , so ist dies 
die Gleichung der Polaren von s', der also alle s' be- 
nachbarten Elemente von G genügen, wie bereits im 
§ 11 S. 49 nachgewiesen. Wir formulieren: 

S. 13. Alle Tangenten in einem Punkt s^ 
einer Fläche F' liegen auf einer Ebene, der 
Tangentialebene an F' in s^, welche zugleich 
die Polare (Ebene) von s' ist. 

S. 14. Alle Tangenten in Einer Ebene s' 
einer Fläche (p^ liegen auf Einem Punkt 
dem Berührungspunkt, welcher zugleich 
Polare (Punkt) von s' ist. 

S. 15. Eine eigentliche Fläche 2. Grades 
istzugleicheine (eigentliche) Fläche 2. Klasse 
und umgekehrt. 

Es kann vorkommen, dass ein Element s keine be- 
stimmte Polare besitzt; dies tritt ein, wenn P (so) 
identisch verschwindet, d. h. alle G' (si) gleich Null 
sind, da dann nach 5) auch G (s) verschwindet, so liegt 
ein solches Element stets auf G, und ist durch 4 
homogene lineare Gleichungen bestimmt, die 4. muss 
also von selbst erfüllt sein, es muss also zwischen den 
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Koeffizienten die Gleichung A = herrschen, dies Ge* 
bilde G muss ein uneigentliches sein, und es giebt im 
allgemeinen nur ein solches Element s, das wir 
Doppelelement nennen. Verschwindet ausser P (s' s") 
in der Gleichung 8) noch G (s"), d, h. liegt ausser dem 
Berührungspunkt noch ein Element des Gebildes G auf 
der Tangente, so verschwindet 8) identisch, d, h. es 
liegt die ganze Tangente in s' auf G. Man sieht, dass 
jede Gerade durch ein Doppelelement entweder ganz 
in G liegt, oder mit G ausser dem Doppel element kein 
Element gemeinsam hat ; das erstere tritt ein, wenn die 
Gerade ein Element von G mit dem Doppelelement 
verbindet. Also : 

8. 16. Eine F' mit einem Doppelpunkt 
ist eine Regelfläche (geradlinige Fläche), deren 
sämtliche Gerade durch den Doppelp unkt 
hindurchgehen, sie heisst Kegel 2. Grades, 
der Doppelpunkt Spitze. 

S. 17. Alle Tangentialebenen des Kegels 
gehen durch die Spitze, jede Ebene durch 
die Spitze schneidet den Kegel in einem 
reellen oder imaginären Kegelschnitt mit einem Doppel- 
punkt, d. h. in zwei Geraden. 

S. 18. Eine ^' mit einer Doppelebene ist 
eine Regelfläche, deren sämtliche Gerade 
auf der Doppelebene liegen; die sämtlichen 
Berührungspunkte liegen auf der Doppel- 
ebene und bestimmen einen Kegelschnitt. 

Es kann vorkommen, dass G noch ein zweites 
Doppelelement besitzt, s' und s^', dann sieht man so- 
fort, dass auch s' + -^s" ein Doppelelement, d, h. das 
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Gebilde besitzt eine Doppelgerade und reduziert 
sieb bei Punktkoordinaten a u f 2 sieb schneidende 
Ebenen, bei Ebenenkoordinaten auf 2 Funkte. Eückt 
die Spitze des Kegels ins Unendlicbe, so nennt man 
den Kegel: Cylinder. 

Die uneigentlichen F' sind also: Kegel, 
Cylinder, System 2 Ebenen, Doppelebenen; die un- 
eigentlichen 9>': Doppelebene, unendlich ferne 
Ebene, System 2 Punkte; (Doppelpunkt). 

§ 21. Pol und Polare. 
Sei jetzt s' ein beliebiges Element, s ein zweites 
und B^-^-^s die Yerbindungsgerade ; die Grösse Z ist 
wenn wir s\ und s* als 1 ansehen, das Teilungs- 
verhältnis der Strecke s's, wenn wir den Begriff 
Strecke hier im erweiterten Sinne benützen, so dass er 
auch den Winkel zwischen s und s' bedeuten kann. 
Zwei Elemente A, und Z' auf s' s heissen wieder har- 
monisch, wenn -^4-ii' = ist. Für die Schnitt- 
elemente von s's mit G gilt die Gleichung 

8) ;i"G*(s) + 2>iP(8sO + G(sO = 0, 
sie ergiebt für Z 

Die Grösse unter der "Wurzel ist selbst eine 
quadratische Form K in Bezug auf s ; K = 0, das Ge- 
bilde K, liefert die Gesamtheit aller von s' an G ge- 
zogenen Tangenten. Das Element s' gehört selbst zu 
K, da P(s's') = G(8') ist (5) und ist ein Doppel- 
element, da K'(s^) = P(ssOG'(Sj') — G'(8j)G(sO für 
s=s' identisch verschwindet; für die Berührungselemente 
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selbst istO(s) = 0, also ist für sie zugleich K==0 und 
G = 0, d.h. auch P(s80 = O. Wir haben die Sätze: 

S. 19. Die Tangenten von einem Funkt 
an eine F' bilden einen Kegel (2. Grades), 
den Tangentenkegel, der die F' längs eines 
Kegelschnitts berührt. 

S. 20. Die Berührungspunkte liegen auf 
der Polaren des Punktes. 

[Die Tangenten von (in) einer Ebene an eine 9' 
bilden diese £bene, welche die 9' in einem Kegel- 
schnitt berührt, die Berührungsebenen liegen 
auf dem polaren Punkt der Ebene.] 

Die Gleichung 9) zeigt^ dass, wenn s auf der 
Polaren von s', (also auch s' auf der Polaren von s), 
die beiden Werte des ^ entgegengesetzt sind. Also: 

S. 21. Pol und Polare werden durch das Gebilde 
harmonisch getrennt. 

Die Polare heisst daher auch: harmo- 
nische Polare. 

Sei jetzt s irgend ein Element auf s's'^, a seine 
Polare, so ist 

8 = S' + .1 S", (T^ = G' Sj = G (S^O + ^ G (S^'O = Cr/ + ;i (7," 

oder: 

Bewegt sich ein Pol auf einer Geraden, 
so bewegt sich seine Polare ebenfalls auf 
einer Geraden. 

Diese Geraden heissen reziproke Polaren. 

Bei der Bewegung bleibt das Teilungsverhältnis ^ 
intakt, also: 

Vier harmonischen Polen entsprechen vier 
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harmonische Polaren, die Trägergeradenbeider 
Systeme sind reziproke Polaren. 

Wir bezeichnen die Gerade der Pole mit g und 
die der Polaren mit y. 

Es sind durch die Polarität zugeordnet: Punkt 
und Ebene, Gerade und Gerade. Jedem Punkt auf 
einer Geraden ist der Punkt zugeordnet, in welchem 
seine Polare die Gerade schneidet, jeder Ebene, welche 
durch eine Gerade geht, ist die Ebene durch die Ge- 
rade zugeordnet, welche den Pol enthält, man kann 
daher die Gerade ebensogut als Raumelement ansehen, 
wie P linkt und Ebene, und diese Geometrie, welche 
von Plücker und Kummer begründet, von Reye und 
Sturm ausgebaut ist, heisst Liniengeometrie. 

"Wenn die beiden reziproken Polaren g und y sich 
in einem Punkt schneiden, so liegen sie auch zugleich 
in Einer Ebene und umgekehrt, wir können dann sagen, 
sie besitzen ein Verbindungselement s. Dann liegt s 
auf g, und somit geht seine Polare a durch /, also auch 
durch s, der Pol s fällt also in seine Polare, d. h. 
s gehört zum Gebilde G, Nimmt man irgend ein 
Element vom Charakter der s auf /; es seiA, so liegt 
A auf der Polaren von s' und s", seine Polare geht 
also durch s' und s", d. h. die Polare a von A geht 
wieder durch g, und somit ist die Bezeichnung „re- 
ziprok'' gerechtfertigt, und zugleich folgt, dass die 
Polare o des gemeinsamen Elements s auch durch g 
geht, d. h. die andere Verbindung von g und y ist 
die Polare von s, d. h. die Tangentiale, und g und y 
sind Tangenten: 

Zwei sich schneidende reziproke Polaren 
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sind Tangenten, ihr Schnittpunkt ist ein 
Punkt der daroh das Gebilde G gesetzten F*^ 
ihre Schnittebene Ebene der zugehörigen g?*. 

Zur Vereinfachung können wir jetzt festsetzen^ 
dass die Yariabeln s Punkte^ die Variabein a Ebenen 
bedeuten, denn die Formen G(s) und V{p) stellen ein 
und dieselbe Fläche dar, abwechselnd aufgefasst als In- 
begriff ihrer Punkte oder (berührenden) Ebenen, und 
es ist jetzt leicht, zu zeigen, dass, wenn die Form 
G (s) eigentlich, die Form T (a) desgleichen und umge- 
kehrt. Jeder eigentlichen Fläche 2. Grades kommen also 
auch die Eigenschaften der eigentlichen Fläche 2. Klasse 
zu, und man kann beide zusammenfassen in den Begriff : 
Fläche 2. Banges oder Quadric und die Hauptsätze 
z. B. formulieren: 

Bewegt sich der Pol auf einer Ebene, so 
bewegen sich die Polaren um einen Punkt, 
den Pol jener Ebene und v. v. (S. 5). 

Bewegt sich der Pol auf einer Geraden g, 
so dreht sich die Polare um eine Gerade /, 
und bewegen sich die Pole auf /, so drehen 
sich ihre Polaren um g. 

g und Y heissen: reziproke Polaren. 

Der Schnittpunkt S zweier reziproken 
Polaren ist ein Punkt des Quadrics, die sich 
schneidenden selbst sind Tangenten an den 
Quadric in S, und ihre Ebene ist die Tangen- 
tialebene. 

Zwei konjugierte Punkte werden durch 
den Quadric harmonisch getrennt. 
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Zwei konjugierte Ebenen werden durch 
den Quadric harmonisch getrennt. 

Ausführlicher: Legt man durch die Schnittgerade 
zweier Tangentialebenen eine Ebene e und die Ebene 
17 des Büschels durch den Pol von e, so werden e und 
17 durch die Tangentialebenen harmonisch getrennt. 

Nimmt man auf einer Sehne A B einen beliebigen 
Punkt P und konjugiert zu P den Punkt Q der Punkt- 
reihe auf der Polarebene von P, so werden P und Q 
durch die Endpunkte der Sehne harmonisch getrennt. 

§ 22. Geradlinige Quadric. 

Seien g und y zwei sich in S schneidende rezi- 
proke Polaren, zieht man in der Ebene (g, y), der 
Tangentialebene in 8, eine beliebige Gerade, die nicht 
durch S geht, so wird sie g und ^ in A und a und 
die Fläche G = in B und C schneiden; die Linien 
BS und CS sind dann Tangenten, und da sie in S 
schon zwei zusammenfallende Paukte mit der Fläche 
gemeinsam, so haben sie alle Punkte mit der Fläche 
gemeinsam^ wie Gleichung 8) auch zeigt, aus der ^ 
ganz herausfällt, wenn G (s') = 0, P (s' s") = und 
G(s") = 0, d. h. wenn die Tangente mit der 
Fläche noch einen Punkt ausser dem Berüh- 
rungspunkt gemeinsam hat, so liegt sie 
ganz auf der Fläche. 

Die Tangenten SB und SO liegen also ganz auf 
der Fläche. 

Die Tangenten SB und SC sind sich 
selbst reziproke Polaren, denn die Polarebene 
jedes Punktes auf SB geht durch SB und eben- 
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dasselbe gilt für SC, sie heissen Haupttangenten. 
Da die Punkte AaBC auf einer Geraden n liegen 
und S a in der Polarebene von A (wie umgekehrt S A 
in der Polarebene von a), so sind nach Satz 21 die 
Punkte AaBC vier harmonische Punkte, ihre 
Polarebenen schneiden sich in einer Geraden v und 
bilden ein harmonisches System (S. 21), und n und v 
sind reziproke Polaren. Die Gerade v ist keine Tan- 
gente, weil n keine Tangente ist, sie schneidet die 
Fläche also ausser in S noch in S', dann sind S'A 
und S'B Haupttangenten, [Tangenten, weil in der 
Polarebene eines Flächenpunkts und durch den Pol 
gehend, ganz in der Fläche, widil ausser dem Berüh- 
rungspunkt noch einen Flächenpunkt enthaltend]. Will 
man also im beliebigen Flächenpunkt S die Haupt- 
tangenten konstruieren, so verbindet man S mit einem 
andern Flächenpunkt S', konstruiert in S und S' die 
Polar- (Tangential-)£benen, indem man durch S bezw. 
S' zwei Schnittebenen legt und an die entstehenden 
Kegelschnitte in S bezw. S' die Tangenten zieht; die 
Polarebeuen schneiden sich in CB, welche die Fläche 
in B und C schneidet, so sind SB und SC die Haupt- 
tangenten. 

Zieht man iu der Ebene (gy) irgend eine andere 
Gerade, welche nicht durch S geht, und die Fläche in 
B' undC^ g und y in A' und a^ schneidet, so liegen 
B' und C wieder auf den Strahlen S B und S C, denn 
die Ebene {gy) schneidet, wie jede andere Ebene, die 
Fläche G = in einem Kegelschnitt, und dieser kann 
in nicht mehr als 2 Gerade zerfallen; es giebt also 
durch S nur die beiden Haupttangenten. Also: 
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Satz 22: Durch jeden Punkt S einer (eig.) 
Fläche 2. Grades gehen 2 Tangenten, welche 
ganz in der Fläche liegen. Jedes Paar rezi- 
proker Tangenten in S wird durch die 
Haupttangenten harmonisch getrennt. 

Die Haupttangenten können reell oder imaginär sein. 

Satz 23: Sobald eine einzige Haupttan- 
gente existiert, existieren alle^ und der 
Quadric ist eine Kegelfläche. 

Denn zunächst geht durch jeden Punkt S der 
einen Haupttangente h noch eine zweite, da die Tan- 
gentialebene in S aus der Fläche einen Kegelschnitt 
ausschneidet, der h als Bestandteil enthält; also auch 
eine 2. Gerade h' ebenfalls enthält. Legt man durch h und 
einen beliebigen Punkt S' der Fläche eine Ebene, so 
schneidet sie die Fläche in einem Kegelschnitt, der h 
als Bestandteil enthält, also noch eine zweite Gerade 
durch S' enthält^ es existiert also in jedem Punkt S' 
die eine Haupttangente, also auch die zweite. Die 
erste durch S' gehende schneidet h, die zweite muss 
dann kreuzen^ weil sonst der Schnittkegelschnitt in 
drei Gerade zerfallen müsste, was er nicht kann. Also: 

Durch jeden Punkt eines geradlinigen 
Quadric gehen 2 Gerade, welche 2 Scharen 
bilden, so dass jede Gerade der einen Schar 
alle Gerade der andern schneidet, während 
sich 2 Gerade derselben Schar kreuzen. 

Die Form G kann man für die geradlinige Kegel- 
fläche a priori bestimmen. Sei g { u | v, d. h. u und v 

die Gleichungen 2 Ebenen durch g, und h | Uj | v^, und 
Simon, Analytische Geometrie des Baumes. 7 
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g und h schneiden sich nicht, d. h. u;v; ni;v,; ver- 
schwinden nicht gleichzeitig, so muss G = sein, so- 
bald u und V zugleich verschwinden und u^ und v^ ; 
i. h. also (von einem konstanten Faktor abgesehen) 
.st Ö = U Vj — V Uj . 

Die Form ändert ihre Valenz nicht, wenn man 
in der Form yl u^ Vj — An^ v^ addiert, und geht dadurch 
über in (u + ;i uj v^ — Uj (v + ,1 vj, woraus man sieht, 

dass G verschwindet, wenn gleichzeitig lLiiv* = 
Diese Gleichungen stellen zwei Ebenenbüschel dar, 
welche so aufeinander bezogen sind, dass jeder Ebene 
des einen Büschels die Ebene gleichen Wertes des Pa- 
rameters im anderen Büschel entspricht. Solche Büschel 
heissen projektiv, die zugeordneten Ebenen konjugiert. 
Also: 

Die Regelfläche F' ist der Ort der 
Schnitte konjugierter Ebenen zweier pro- 
jektiver Strahlenbüschel. 

Man sieht sofort, dass 2 Schnittgeraden der beiden 
Büschel sich nicht schneiden können, denn wenn gleich- 

u-f^Uj=0 v + ^v,=0 
so müssten gleichzeitig u u^ v v^ =0, d. h. g und h sich 
schneiden. G hätte dann, wie man sofort sieht, im 
Schnittpunkt einen Doppelpunkt, wäre also ein Kegel. 
Da man zur Form G ebensogut ;i v Vi — äyy^ ad- 
dieren kann, so sieht man, dass G auch 

j(u+>lv)v,-(u,+>lv,)v, 
d. h. aber es liegt auf der Fläche noch eine 
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2. Schar Gerader, die entsprechenden Schnitte 
der projektiven Ebenenbüschel u + >l'v = 0, 

Für eine solche Schnittgerade bestehen diese beiden 
Gleichungen und es giebt auf ihr einen Punkt, in dem 
sie von einer Ebene des ersten Büschels getroffen wird, 
für den also z. B. u + X Uj = 0, dann ist für diesen 
Punktu = — Xu,, — xu, + X'v = 0; Xu,+XX'v,=0, 
also x'(v + XvJ = 0; v + Xv, =0, d. h. aber: 

Wenn drei dieser Gleichungen erfüllt sind, 
so ist es die 4. von selbst^ oder: 

Jede Gerade der einen Schar wird von 
jeder der anderen geschnitten. 

Da jede Gerade ihre eigene Tangente^ so 
muss die Ebene durch zwei sich schneidende 
Geraden die Tangentialebene im Schnittpunkt 
sein. 

§ 23. Die Beye'schen Axen* 

Wir können auch die anderen Resultate des vorigen 
Paragraphen durch die Rechnung bestätigen. 

s' I s'^j . . . und s'' I s*\ . , . waren 2 beliebige Punkte a' 

und a" ihre Polarebenen, dann ist 

gl s' + il s", y I (/ + f* a" (in Ebenenkoordinaten). 

Für den Schnittpunkt von g und y ist 
P(s' + Xs^sO = und P(s' + Xs\8'') = 0, d. h. 

10) G(sO+XP(s's") = 

XG(s«)+P(s's'0 = O. 

Soll also ein Schnittpunkt existieren, so muss X = X 
sein, d. h. P*(s's '0 = 0^(800(8"), d. h. nach 9) 



ZU entnehmen aus 8 <!8' ^ , J. und man sieht ohne 
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b'' auf dem von s' ausgehenden Tangenten- 
kegel und V. Y. oder: g muss eine Tangente sein. 
Die Koordinaten des Berührungspunktes sind dann 

weiteres dass G (8) == 0. (§ 21 ; 8.) 

Soll g sich selbst reziprok, also mit y identisch 
sein, so muss X aus dem Gleichungssystem 10) heraus- 
fallen, d. h. es muss gleichzeitig G(s'), P(s's'') und 
damit auch G(s'') = sein, d. h. die ganze Gerade g 
liegt auf der Fläche. Dass auch y eine Tangente ist; 
folgt aus der Betrachtung der Form P, welche sich 

von G nur um eine Konstante unterscheidet ( -^ I 

und wenn II{po*) so aus F abgeleitet wird, wie P aus 
G, so sieht man, dass II{a&) sich um dieselbe Kon- 
stante von P (s s') unterscheidet , so dass also die Be- 
dingung P*(s's'') = G(s')G(s'') sofort die Bedingung 
jOp {o* o") = r{a)r{a**) nach sich zieht. 

Man kann die Gleichung von y in gewöhnlichen 
Punktkoordinaten fast ohne Rechnung ableiten, ein 

x' — / x" 

Punkt von y ist 8 dessen Punktkoordinaten — — .. ., 

Pfs's") G(s') 
wo X = ^. ,,v = p, , . Die Richtungsfaktoren, von 

/ erhält man aus der Bemerkung, dass wenn ^ 17 ? die 
Koordinaten des unendlich fernen Punkts eine Gerade 
1 : 12 : f = cos a : cos ß : cos y. 

["Beweis ^=^ = y=^ = '-^::^, =x(l-^) = ... 

I COSa COSÄ COSy ' -^ 

' — *^ '^ cosa 
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X y a ""I 

und wenn x, y, z über jedes Mass gross = r = |. 

'•" '' ° cosa cos^ cosy | 

Der unendlich ferne Punkt auf y ist ein den 

Ebenen & und o'* gemeinsamer, wir erhalten ihn, wenn 

wir in den Gleichungen für & und o" die Koordinate 

S3 = setzen und s^ ; s, ; s, ; endlich lassen , alsdann ist 

8.^% + 8,(r«,+s,(r%=0. 
Das System ist uns schon S. 26 u. begegnet, es giebt 
s,:Sj:s,=x:y:z = [(j',or%]:[(j',or\]:[(j'^a/] 
= cosa:cosi5:cosy wo [ai?] wieder a^ — ba bedeutet, 
also [<^iO^''j] = o^'iO^''j— o^'jO^"!! wenn also f', 17', f, die 
Koordinaten des Schnittpunkts S sind, so ist die 
Gleichung von y 

X— f y— ^' z— ?' 

I>a gj ^ii J^3^/ = yii__y/ = '>' SO ist die Beding- 
ung, dass g und y (welche ja S gemein haben) zusammen- 
fallen, die Proportionalität der Bichtungsfaktoren also 

[<<'-,] K"".] K.-^J 

und man überzeugt sich leicht, dass dies System mit 
dem der Gleichungen G (s") = 0, G (s') = ; P (s' s") = 
identisch. 

Ist g keine Tangente, so ist es auch y nicht, aber 
bei der Ableitung der Bichtungsfaktoren haben wir 
von dieser Bedingung gar keinen Gebrauch gemacht, 
somit gilt die Gleichung 11) für je 2 reziproke Polaren, 
wenn unter |' . . . die Koordinaten eines beliebigen 
Punkts von y verstanden werden^ insbesondere ist die 
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Bedingung, dass 2 reziproke Polaren aufeinander senk- 
recht stehen. 

12) KB\][a',a",] + = 0. 

Die Linien g und y besitzen stets eine gemein- 
schaftliche Senkrechte t, und Ebene (t/) steht auf g, 
Ebene t g auf y senkrecht, der Pol von (t y) liegt auf g> 
der Pol von tg auf y, somit kann man auch sagen: 
Eine Gerade g, welche auf ihrer reziproken Polaren 
senkrecht steht, ist das vom Pol auf die Polare (Ebene) 
gefällte Loth, sie heisst nach Beye: Axe, und der 
Komplex der Axen ebenfalls nach Reye: Axen- 
komplex. Da zu jeder Ebene in Bezug auf eine ge- 
gebene (eigentliche) F' ein Pol gehört und stets durch 
den Pol eine Senkrechte zur Polaren, so stellt der 
Axenkomplex eine oo^fache Menge von Ge- 
raden dar. Liegt der Pol in der Fläche, so liegt er 
in seiner Polaren und die Axe, deren Pol er ist, steht 
auf der Tangentialebene imBerührungspunkt 
senkrecht, es ist die Normale. Da die Rich- 
tungsfaktoren der Tangentialebene im Punkte s' gleich 
ö^o 5 ^'i 5 ^8 sind , so ist die Gleichung der Normalen, 
wenn x', y', z', die Punktkoordinaten des Berührungs- 
punktes sind: 

iQ\ ^— ^' y— y' z — z^ 

''^ -^ '^^,~^- 

Ist x' . • . ein beliebiger Punkt, der als Pol eine 
Axe genommen wird, so ist seine Polare a* und hat 
zu Richtungsfaktoren ebenfalls o^'^ ; . . ., also ist die 
Gleichung jeder Axe, wenn die Koordinaten ihres Pols 
i^egeben sind 



13») 
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— x^_y — -f _z — z' 



^0 ^i ^2 

Man sieht, wie die Gleichangen der Tangential- 
ebenen und der Polarebenen von derselben Form und 
sich nur dadurch unterscheiden, dass der gegebene 
Punkt für die erstere auf der Fläche liegt; so hat man 
ebenfalls den Satz: 

Die Gleichungen der Normalen und der 
Axen sind von derselben Form, und unter- 
scheiden sich nur dadurch, dass der Fol 
für die Normalen auf der Fläche liegt. 

Die Normalen gehören zu den Axen und bilden 
innerhalb der Axenkomplex eine Menge oo'- Stufe. 

Wenn die Normalen in zwei Flächen- 
punkten A und B sich schneiden, so ist AB 
auch eine Axe, 

denn ihre reziproke ist die Schnittlinie der beiden 
Tangentialebenen in A und B und steht als solche auf 
der Ebene der beiden Normalen und somit auch auf 
A B senkrecht. 

Eine Linie einer Fläche, deren benach- 
barte Normalen sich schneiden, heisst eine 
Krümmungslinie, also 

die Tangenten an eine Krümmungslinie 
einer F' sind Axen. 

Die den Axenkomplex definierende Gleichung 12 
ist vom 2. Grade in den Koordinaten der Linie, der Axen- 
komplex ist also eiu Linienkomplex 2. Grades, die 
Gleichung ist ferner in den Koordinaten s" (bezw. s') 
vom 2. Grade, sie zeigt, dass der Ort der s'^ eine 
Fläche 2. Grades ist, wenn s' gegeben, also ein Kegel 
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mit der Spitze s^ Man sieht ohne weiteres, dass wenn 
sie von s' und s^ erfüllt ist, sie auch von s' und 
B'-\-Jts" erfüllt wird. Man kann dies auch direkt 
zeigen. 

Sei S der Punkt; so geht durch ihn zunächst die 
Axe g, für welche S der Pol ist, die zugehörige Polar- 
ebene sei oFy es gehe durch S eine zweite Axe g' mit 
dem Pol 8' und Polarebene a*, dann ist die Schnitt- 
linie /von crundcj' diereziprokevong', undy' 
steht auf der Ebene (gg') — e — senkrecht. Würde 
nun in der Ebene e noch eine 3. Axe durch S liegen» 
g'', so müsste y" auch auf der Ebene e senkrecht 
stehen, es müssen sich aber y, y', y** im Pol von e 
schneiden, es müsste also der Pol von e im Un- 
endlichen liegen« Dann ist jede Gerade t 
in e eine Axe, denn ihre reciproke muss durch den 
Pol von e gehen, also der Linie y parallel sein, d. h. 
auf der Ebene e und somit auch auf t senkrecht stehen. 
Verbindet man dann den Pol mit einem Punkt N dieser 
Ebene, welche Gerade die Fläche in B und C schneidet, 
so werden B und C durch N und den unendlichfemen 
Pol harmonisch getrennt, d. h. N ist die Mitte von 
BC, welches als Parallel zu y auch auf e senkrecht 
steht, d. h. 

dieEbenee ist eine Symmetrieebene der 
Fläche. 

Sieht man also von Symmetrieebenen ab, so kann 
das Axenbüschel durch S von einer Ebene nur in 
2 Geraden geschnitten werden, es ist also ein Kegel^ 
der im Falle, dass seine Spitze auf einer Symmetrie- 
abeiie liegt, in zwei Ebene» zerfällt. 
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Y. Absohnitt. 

Kegel und Cylinder. 



§ 24. Kegrel. 

Das Auftreten des Tangentenkegels und Axen- 
kegels zwingt den Kegel, als den wichtigsten Fall einer 
uneigentlichen F', genauer zu betrachten. 

G(s) = sei die Gleichung des Kegels, seine Spitze, 
d. h. der Punkt, für welchen alle 4 G'(si) verschwin- 
den, sei S I s'. Wir verlegen den Nullpunkt nach S, 
nehmen also an^ dass S nicht im Unendlichen, also s', 

nicht 0; dann haben wir zu setzen : — (d, i. x) = — + -r 

oder 

Si = ris', + s'ir, wo i = 0, 1, 2 
88 = 0s', + s',r3; also: 
G(s) = s'-3a(r,;r,; r,; O) + 2r3s'3P(r80 + r-,G(s0 
G(sOistO; P(rs') = roOr'o + r,a',+r,or',+r,(j', iden- 
tisch Null, somit: 
G(s) = s'*3G(rorjr,0) und s', nicht 0: 
G(s){G(r,r,r,0): ' 

Verlegt man den Nullpunkt in die Spitze 
des Kegels, so verschwindet die Koordi- 
nate 83, es bleiben nur die Glieder 2. Dimen- 
sion in den Punktkoordinaten mit unver- 
änderten Koeffizienten. 
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"Wir schreiben jetzt G (r^ r^ r, 0) = in der Form 

14) K (s) = aoo s\ + 2 a^^ s. s, + 2 a^, So s, + a„ s\ 
+ 2ai,8jSj, + agg8', = oder kurz K(8) = ^aikSi Sk wo 
jetzt Index i und k nicht mehr den Wert 3 erhalten. 

Die Gleichung 12) ist also identisch mit 
der allgemeinen Gleichung der Kegelschnitte 
in homogenen Koordinaten, man sieht wie 
eng der Kegel mit den Kegelschnitten zu- 
sammenhängt^ die Rechnung bleibt dieselbe 
nur die Interpretation ändert sich. 

Die Gleichung 14) bleibt bestehen, wenn die s mit 
dem gemeinsamen Faktor X multipliziert werden, d. h. 
also: wenn ein Punkt F auf dem Kegel liegt, 
so liegen alle Punkte der Geraden SP auf 
dem Kegel. (Fig. 12). 

Da K (s) eine quadratische Form ist wie G (s) 
nur von 3 Yariabeln Sq s^ s,, so bleiben alle Sätze, 
die auf den Eigenschaften der quadratischen Form be- 
ruhen, bestehen, insbesondere die ganze Lehre von 
Pol und Polare, welche sich somit zugleich auf die 
Kegelschnitte überträgt (diese Uebertragung hätten wir 
allerdings auch schon dadurch leisten können, dass wir 
durch einen Punkt als Pol eine Ebene legen, welche 
die F' schneidet). 

Es ist wenn s' den Pol bedeutet: 
14*) P (B s') = So (aoo s'o + a^^ s\ + a,, s',) + . . . 

= SoOr'o+8ia',+SaO^, 
und die Polarebene des Pol s', für welche P (s s') = 0, 
hat die Koordinaten: 

<y' *o* *a* 'O 



Kegel. 



107 



Die Gleichung 14^) der Polarebene (und Tangen- 
tialebene wenn s' auf dem Kegel) wird für jedes b'j 
abo für jeden Fol durch die Koordinaten der Spitze 
0; 0; 0, 83 erfüllt, und damit ist durch Kechnung der 
Satz bewiesen: 

Alle Polarebenen eines Kegels gehen durch die 
Spitze* 




Fig. 19. 

Da die Menge der Ebenen, welche durch Einen 
Punkt gehen, eine oo* fache (zweifach unendliche, d.h. 
oo . 00 fache) ist; während die Zahl der Pole, d. i. der 
Punkte des Raumes eine oo ^ fache ist, so muss zu oo 
vielen Punkten dieselbe Polarebene gehören und dies 
zeigt sich dadurch, dass 14^) erfüllt bleibt^ wenn man 
^Si statt Si setzt, d. h.: 
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Alle Punkte, welche auf einer Oeraden 
durch die Spitze liegen, haben dieselbe Polar- 
ebene. 

Alle Punkte des Kegels auf derselben Ge- 
raden durch die Spitze — Kante — haben die- 
selbe Tangentialebene. 

Um die reziproke Form x von K zu erhalten, 
d. h. die Gleichung des Kegels in Ebenenkoordinaten, 
müssen wir die Gleichungen 

15) ^0 = ^0%+%!^ + %^ ^2 

nach den s auflösen, dies giebt: 

®*~" a ^ 

WO ttg, die ^ uns schon bekannte Grösse (S. 29), (der 
Koeffizient von a^ in der Form I^{o)): 

%0 (^11 ^22 *1J ) I ^01 (*1J *02 *01 ^sj) 

+ *20 (*01 *U *02 *ll)' 

Die Auflösung ist also nur gestattet, wenn a^^^zO. 
Wir erhalten dann, da a^^ konstant: 

»« W = «'o («00 ^0 + «Ol ''i + «0. «'s ) + 

eine Form 2. Grades in den a. 

Man sieht, dass x (o) = wieder ein Doppelelement 
enthält, nämlich die Lösung <''o9 1' a^ s "^ ^> welche eine 
beliebige durch die Spitze gehende Ebene darstellt. 

Die Gleichung x(o) = stellt also nicht 
bloss den Komplex der Tangentialebenen des 
Kegels dar, sondern auch jede durch die Spitze 
gehende Ebene; sie ist also nicht die Polar- 
gleichung des Kegels, sondern die Gleichung 
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der Spitze und der Kegel hat, streng genom- 
men, keine Gleichung in Ebenenkoordinaten. 

Abstrahiert man von der Lösung 0,0,0,0, so ist 
X (o) = 0, die von den Tangentialebenen umhüllte Flache, 
d.i. der Kegel; die Gleichuhg x((r) = kann auch 
als Folargleichung der Kegelschnitte in ho- 
mogenen Koordinaten aUfgefasst werden. 

Dass dem Kdgel die G-leichung in Ebenenkoordi- 
naten fehlt, wird noch deutlicher, wenn man die Spitze 
nicht zum Nullptlnkt wählt, wo dann x (o) das Quadrat 
der Gleichung der Spitze wird. 

§ i6. Der zerfallende Kegel. 
Es kann vorkommen, dass der Kegel ausser der 
Spitze noch eineü Doppelpunkt enthält s' { s'^ . . ., d. L 
dass die Gleichungen 15), in denen cri = eine ge- 
meinsame von Null verschiedene Lösung besitzen, dann 
ist auch A,s' eine Lösung, d. h. der Kegel besitzt 
eine DoppelgerAde durch die Spitze. Es braucht 
wohl kaum bemerkt zu werden, dass, da Sj in der 
Gleichung des Kegels fehlt, die Grössen s^,, Sj, s, direkt 
als die Punktkoordiü^ten x, y, z eines Kegelpunkts be- 
trachtet werden könni&n. Da eine der Grössen, z. B. s^, 
willkürlich bleibt, so bieht man, dass in diesem Falle 
der Faktor von s„ de^ man erhält, wenn man s^ und 
s^ aus 2 Gleichungen durch s, ausdrückt, und diese 
Ausdrücke in die 3 Gleichungen einsetzt, verschwinden 
muss, was nichts andereill aussagt, als dass die 3. Gleich- 
ung eine notwendige Folge der beiden andern ist und 
daher nichts anderes giebt, als 
16) aaa=0. 
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Man sieht ohne Rechnnng, dass in diesem Fsdle 
der Kegel in zwei, sich in der Doppelgeraden durch 
die Spitze schneidende Ebenen zerfallen muss, da die 
Ebene, welche einen Punkt des Kegels mit der Doppel- 
geraden verbindet, dann ganz in den Kegel hineinfällt; 
man kann dies aber auch leicht durch die Rechnung 
bestätigen. 

IJm die Zerfällung zu bewirken, bemerkt man^ 
dass die Gleichung jeder Ebene erfüllt, d. h. jeder 
Faktor verschwinden muss, wenn man für s^, s^, s,, 
d. i. X, 7, z, die Koordinaten w eines Punkts der 
Doppelgeraden setzt. 

Diese sind gegeben durch 

») %o ^0 + »Ol ^1 + »oj w, = (1) 
a-oi ^o + a-n Wj+a,,w, = (2) 
»08^0 + ^,3 Wj+a„w,=0 (3) 
mit der Bedingung ajj = = a. 

Wir führen Abkürzungen ein u|id setzen: 

*ii ^2 *i2 ~ \o ®*^* ; *02 *i2 — ^01 ^2 ~ \i ®*^* 
(also a^o a,^ — a^, a,,^ ^ b j, ; a,^ a^^ — a,^ a„ = b^,), 

so erhalten wir, wenn wir w, aus (^1) und (2); (2) und 

(3); (3) und (1) eliminieren, und d*ann ebenso w^,. 

^1 ^« ^01 ^1 t 

Zl = ^ = ^)l = Vi 
w, b„ b„ bo2 
und damit 

18) w,«:w,«:w,* = b,,:bj, :b2,; 
Wo : w, : w, = b^, : b,, : b„ etc. 
Da das System a) nur die Verhältnisse der w be- 
stimmt, so setzen wir 



Der zerfallende Kegel. 111 

Wo = I^; w, =Vb;;; w, = Vb7, 
und erhalten dann: 

18») w^ Wj = b^, ; w, w, = bj, ; w, w^ = b,^. 

(Es ist bik = bki.) 

HinsichtUch der w zeigt a): 1) Wenn eines der w 

verschwindet, z. B. b^^, so verschwinden b^g und bj,. 

2) Das Zeichen der w*8 ist durch das eines von ihnen 

bestimmt. 3) Sobald ein w reell ist, sind es die andern 

— 18*) — d. h. alle w* sind gleichzeitig > oder 

<; 0, die Zahlen b,,^, b^^, b,, haben das gleiche Zeichen. 

Sind alle drei aj^ nicht zugleich und z. B. 

19) K(s) = -^[a,,s,+(a,,+iw,)s, + (a„-iw,)sJ 

ko So + Kl — i w,) Sj + (a,, + i w,) sj, 

wo i = 1^ — 1 ; man sieht sofort, dass jeder Faktor für 
^ w^j ; ^ Wj ; >t Wj, verschwindet. 

Wenn also a^^zIzO und a^^ = und A = und 
der Doppelpunkt im Endlichen, so zerfällt die 
Fläche 2. Grades in zwei sich schneidende 
Ebenen, deren Gleichung durch 19) gegeben ist. 

Man kann, um eine Lücke im 1. Teil auszufüllen, 
hinzusetzen : 

Wenn a^^ z}z und «33=0, so zerfällt der 
Kegelschnitt in 2 Gerade, deren Gleichungen 
in 19) gegeben sind. 

Es kann vorkommen, dass die beiden Ebenen 
imaginär (die beiden Geraden des Kegelschnitts ima- 
ginär), aber dann ist die Doppelgerade (der Doppel- 
punkt) doch reell, da sie die Spitze mit dem reellen 
Punkt 
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verbindet (da seine Koordinaten x = -^ ; J = -^ reell 

sind). Die Ebenen (Geraden) werden imaginär, sobald 
eine der w^'s^ also auch die andern positiv sind; also 
z. B. wenn w^* > 0, die Zerfällung ist reell, wenn 
w^' < ; sind zwei der w gleich Null, so zerfällt der 
Kegel in eine Doppelebene K (s) | (a,,,, s^ + &^^ s^ + a^^^ s,)*. 
Zu bemerken ist, dasS; wenn alle an 4=0, scheinbar 
3 verschiedene Zerlegungen auftreten, man überzeugt 
sich leicht, dass sie äquivalent sind. 

Fehlen alle 3 Quadrate in der Form K bezw. G, 
so reduziert sich K auf 

aoiXy + aos^z + aj,yz = 
und «38 auf 2%i a^, a^,, also mhss, wenn a^^ = 0, einer 
der 3 Koeffizienten, z. B. aj, = sein, dann ist 

Der Kegel zerfällt in die Ebene x = 0, 
die yz-Ebene, und die Ebene a^^jj + a^, z, wel- 
che der x-Axe parallel ist. 

(Der Kegelschnitt zerfällt in die y-Axe 
und die Gerade »oiy + ^'os» welche der x-Axe 
parallel ist.) 

Zu der Zerfällung ist aber noch eine Bemerkung 
zu machen, es ist vorausgesetzt, dass der Kegel seine 
Spitze im Endlichen hat, d. h. dass alle 4 G' (s i) (S. 87) 
für einen Punkt im Endlichen verschwinden, dies setzt 
aber voraus, dass die Verhältnisse s^ : s^ : s, : s, endlich 
bleiben, wir erhalten aber durch eine ganz analoge 
Hechnung 
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»o* • Sj« : s,' : s,» = aoo : «u : «„ : «»s^ 
wo z. B. aoo ^^^ «88 <i^ch Vertauschung der Marken 
und 3 abgeleitet wird, soll also 

endlich sein, so muss, wenn a,, = ist, auch 

«00 ; «II ; S. =0 sein; 
wir können also sagen: 

Eine F* zerfällt in zwei sich schneidende 
Ebenen, wenn 

A = 0; aj, = a,g = a^ = «oo = 0; 
sind dann noch zwei der w = 0, so fallen die 
Ebenen zusammen. 

Man sieht, dass wenn der Kegel zerfällt, seine 
Spitze unbestimmt wird, nur auf der Doppelgeraden 
liegen muss. 

§ 26. Die Hauptaxen. 
Jede Gerade durch die Spitze ist Axe (Beye'sche), 
deren Pol die Spitze ; es fragt sich, ob auf solcher Axe 
noch ein zweiter Fol liegen kann, dann sind alle ihre 
Punkte Pole. Es muss dann, wenn x' y' z' der Pol ist 
c) X — x' __ y — y' __ z -- z' 
^M ~" (7(y') ■" <t{zO 
erfüllt werden durch x = 0, y = 0, z = 0, d. h. es muss 

(T(xO = >tx'; (T(yO = ;iy'; <r(zO = >iz', 
ein Gleichungssystem, das, wenn für x' y' z' erfüllt, er- 
sichtlich auch für c x', c y', c z' erfüllt ist. Wir schrei- 
ben das System in der Form: 

20) (a., - >l) X' + a„ y' + a«, z' = 
a,.x' + (a„-^)y' + a„z' = 

Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 8 
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20) ist aber von a) nur dadurch yerschieden, dass an 
Stelle von ai i gesetzt ist an — X, Bezeichnen wir die 
Verbindungen, die wir im System a) mit b bezeichnet 
haben^ hier mit ß, so erhalten wir: 

^':r:z' = ß,,:ß,,:ß,, = Yß7o'}'ß^^'rK, = ßo^'ß^t'ß,^''' 
und wenn wir a\^ (oder a') mit — A (A) bezeichnen und 

nach Potenzen von Ä ordnen: 

21) Ji^ — Ä^s + yia—& = 0', 
wo 8 = a^^ + a„ + a„ und a = \^ + bj^ + b„. Dies 
ist für yi eine Gleichung 3. Grades, und wenn wir den 
Fall a = 0, in dem der Kegel zerfallt oder zum Cy- 
linder wird zunächst ausschliessen, ist keine Wurzel 
^ = 0. 

Es giebt sdso im allgemeinen 3 solcher Axen, sie 
heissen Hauptaxen. 

Ein Kegel hat im allgemeinen drei Haupt- 
axen. 

Die Gleichungen c) dieser Axen vereinfachen sich 
und werden 

— = -^ = — d -^ = -i= = — 
^02 /i» "~ ß., "" ^"^ y^ "" }'ß^^ 7 Yß^' 
WO das Zeichen einer der Wurzel willkürlich^ die der 
andern dadurch bestimmt sind. Unterscheiden wir die 
drei Wurzeln der Gleichung 21) durch ^", A% >t", und 
untersuchen den Winkel zweier dieser sich in der 
Spitze schneidenden Axen, so haben wir z. B. das Pro- 
dukt /J'„ /9",. + ß\, ß'\, + /?'„ /?"„ = p, 

ZU bilden. Berücksichtigt man, dass (Schubert, Arith- 
metik, S. 111) 

X^J^X^'=.^ — X' und ÄW = ~^j 
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80 findet man mit geringer Mühe dass, da 

ßot = K + ^%^'"f ^„ = b„ — ^(8 — a„) + >t« und 

^os' = b„ Ko — a • »11 ^^^ * = *oi K + »0. K + ^%\% 

21*) P« = (>lob„ + »)^(n , 
d. h. gleich Null ist ; also : 

Die drei Hauptaxen des Kegels stehen aufeinander 
senkrecht. 

Die Ebene durch je zwei Axen — Haupt- 
ebene — ist Polarebene zu jedem Punkt auf 
der dritten oder: 

Die Hauptaxen bilden ein Poldreikant. 

Jede Gerade einer Hauptebene durch die Spitze 
ist reziproke Polare zur dritten Axe: 

Die Hauptebenen sind Symmetrieebenen des Kegels. 

Es fragt sich, ob Axen und Hauptebenen anschau- 
lich existieren^ d. h. ob die ^ reell sind; es könnten 
höchstens 2 z. B. A' und A** imaginär sein, dann sind 
sie konjugiert komplexe Zahlen (Schubert, Arithmetik, 
8. 168), dann sind aber auch /J'^k und /9"2k konjugiert 
komplexe Zahlen, da sie sich ja nur durch den Wechsel 
des Zeichens von i = V — 1 unterscheiden, also geht p^^ 
über in 

(u' + iu'O (u' — iu") + (v' + iv'0 (v' — iv") 
+ (w' + iw'0 (w' — iw") 

= u'* + u"* + v'* + V"* + w'"* + w"' 
und da p« = ist, so müssen alle Quadrate und damit 
alle u, V, w, d. h. alle ß verschwinden, also : 

Die Hauptaxen eines Kegejs sind stets reell. 

Es kann vorkommen, dass zwei der X z. B. X* und 
A*' einander gleich sind, dann ist evident, dass man das 
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Axenkreuz der zwei Axen um die dritte drehen kann^ 
das zeigen aber auch die Formeln mühelos, p« ist stets 

(>l.b„ + a)A(>l^) = 0, 
und geht über in 

es müssen also fi^^^ ß^^ und ebenso /?,, =0 sein, die 
Bichtungsfaktoren der zweiten und dritten Axe werden 
unbestimmt, aber wegen p^ = 0, Pi = 0, p, = müssen 
sie nach wie vor aufeinander und auf der zum un- 
gleichen A gehörenden Axe senkrecht stehn: 

Jede Ebene durch diese ist eine Sym- 
metrieebene, der Kegel ist ein Botationskegel, 
entstanden durch Rotation eines Winkels um 
seine Halbierungsaxe und die Bedingungen dafür 
sind, ohne Rechnung gewonnen; wir haben: 

22) b^^bj^^/Vj 

Sind alle 3 ^ gleich, so ist jede Gerade durch die 
Spitze Botationsaxe, der Kegel reduziert sich (sichtbar) 
auf die Spitze und wird zur Punktkugel bezw. ima- 
ginären Kugelkegel (vgl. S. 64). 

§ 27. Die Transformation auf die Hauptaxen. 

Es liegt nahe, das Hauptaxensystem als Koor- 
dinatensystem zu wählen; wir fassen die Aufgabe all- 
gemein und transformieren die Koordinaten beliebig 
unter Beibehaltung des Anfangspunktes. Die 
alten Koordinaten seien x^y,z, die neuen |i7^. 

Ist G = G (Sq . . .) irgend eine homogene quadra- 
tische Form, setzt man für Sk ein Uk + Vk + Wk, so 
erhält man wie in § 14 S. 58 
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G = ö(u) + ö(v) + G(w) + 2P(u;v) + 2P(v;w) 
+ 2P(w;u), 
wo P die Polarformen und u { u^ ... 

Es war § 13, wenn wir cos (x i) = y^^ ; cos (x i?)=yoi > 
cos(xf) = ro, 6tc. setzen 

und das System gilt allgemein, wenn nur das alte 
System als rechtwinklig Torausgesetzt wird, das neue 
kann beliebig sein, also 
22a) K(xyz) = rK(y,,; y,,; yj + ly« K (y,, ; y,, ; yj 

+ rK(y„;y,.;y„) + 2|i?P(y,;y,) + 2i?fP(y,; Y,) 

+ 2ffP(y,;y,), 
woyo;yi;y, bedeuten, dass wir yoo;Yto;yso ^^ die 
alten Koordinaten eines Punktes y^ auf der neuen S- 
Axe ansehen (der von den Abstand 1 hat; ent- 
sprechend y^ mit den Koordinaten y^^ l Yn', /ji ©to. 

Unter einem Pol-Dreikant verstehen wir 
ein Dreikant (dessen Spitze in liegt), bei dem 
die Yerbindungs ebene zweier Kanten die 
Polarebene für alle Punkte der 3. Kante 
ist. Solcher Pol-Dreikante gibt es od'. Man kann 
einen Durchmesser, d. h. eine Gerade durch 
die Spitze (oder das Centrum) des Kegels be- 
liebig wählen; als Kante 1, einen andern Durchmesser 
in der Polarebene des ersten beliebig als Kante 2; 
dann ist die Kante 3 bestimmt als Schnittgerade der 
Polarebene von 1 mit der Polarebene von zwei. Solche 
3 Kanten heissen ein System konjugierter Durch- 
messer, die freie Kante: konjugierte Richtung, 
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die 3 Ebenen dnroh je 2: konjugierte. Diametral- 
ebenen. Da die Ebene (12) die Polarebene für 3 
und somit auch für« den in dieser Bichtung unendlich 
fernen Punkt, und Pol und Polare auf jeder Geraden 
durch den Pol die Schnittpunkte mit der Fläche har- 
monisch trennen, so hat man den Satz (vgl. T. 1 S. 86) : 

Jede Diametralebene halbiert alle der 
konjugierten Richtung parallelen Sehnen. 

Man sieht sofort, dass, wenn man die 
Punkte ^0 ^1 /a *^^ den Kanten eines Pol- 
Dreikant wählt; also die 3 Kanten eines Pol- 
Dreikants zu Koordihatenaxen macht, die 
3 P aus der transformierten Form K ver- 
schwinden und sie sich auf die Summe der 
3 quadratischen Glieder reduziert: 
|«K(y.) + ,»K(y.) + ?'K{y.). 

Aus dieser Form folgt der eben bewiesene Satz 
direkt; man sieht^ dass jede Diametral-Ebene für die 
konjugierte Richtung Symmetrie-Ebene ist. 

Die Hauptaxen bilden ebenfalls ein Pol-Drei- 
kant, und zwar das rechtwinklige. Die Gleich- 
ung des Kegels wird: 

wenn n^ = ßo^* + ß^^ + ß^^^ und die Marke des n die 
betreifende WurzeM angibt. Es ist nun K(/?q2**) (oder 
kurz K«) 

^' = ßo2 ^0 (ß') + ßi. ^1 iß') + A« ^. (ß% 
wo z. B. er, (ß^) = a,, /?,/ + %rß,,' + a,o ß,,'. Da aber 
x':y':z' = /5,3:/9j,:^,2 war, so ist <r, (/?<») = A^,/ zu- 
folge des System 20) und wir haben 
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K« = -»•()?,,• + /?,.' + /»„•) = -»•!»,•, 
somit erhalten wir die Kauptform 
23) JL'i' + Ä^fi^ + Jl''S' = 0. 

In der Hanptfomi treten die 3 Wurzeln der dleich- 
nng A{A) = als Koeffizienten auf und nur diese. 

Die Kauptform ist so einfach, dass man alle bis- 
herigen Besultate aus ihr mühelos errechnen kann, 
insbesondere sieht man, dass , wenn z. B. X' = X*% alle 
Schnitte parallel zur Ebene | = Kreise sind, deren 
Centren auf der ^-Axe liegen, sowie dass die Schnitte 
durch je zwei Kauptaxen, die Hauptschnitte, 
Symmetrieebenen sind. Für die Tangential- bezw. 
Polarebene finden wir X^ f |' + V i? i?' + X" ? ?' = 0. 
Soll die Ebene u, v, w, d Tangential-Ebene sein, so 
muss d = 0, |' = u^®~^ etc. Also ist 
u* V* w' 

die Gleichung des Kegels in Ebenenkoordinaten (vgl. 
aber Schluss von § 23). 

Kaben alle 3 X gleiches Zeichen, was jedenfalls 
erfordert, dass in 22) die Zahl a (als Summe der Pro- 
dukte je zweier Wurzeln) > ist, so wird der Kegel 
imaginär und nur seine Spitze ist reell. Haben zwei 
der X das + Zeichen und das dritte das — Zeichen 
(oder zwei — und eins +; was gleichbedeutend, da 
man die Form 23) mit — 1 multiplizieren kann), so er- 
halten wir, wenn wir X^ = —tx X' = tt; 5l"= — — « 

ab*' c 

setzen und für | . . . wieder x . . . schreiben 
X» y« z' 
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Die Schnitte parallel der Ebene ^ = sind Ellipsen, 
parallel den Ebenen y = und x = Hyperbeln. Die 
Centren der Schnitte liegen auf der betreffenden Axe, 
die Asymptoten der hyperbolischen Schnitte sind den 
beiden durch den zugehörigen Hauptsohnitt aus dem 
Kegel ausgeschnittenen Kanten parallel. 

§ 28. Cylinder. 

Es soll das Gleichungssystem der 4 G^(8i) = 
oder (Tt = für einen unendlich fernen Funkt erfüllt 
werden. Nennen wir die Koordinate der Spitze si, so 
ist "s^ : s, : s^ : s, = a^^ : a^, : a^ : «33, 
wo die a die Koefficienten von a^, etc. in der Ent- 
wicklung von A = bedeuten. Es muss also s, bezw. 
0,3 = sein, und es dürfen nicht alle \^ etc. zugleich 
verschwinden. Ist 0^3 = 0, so liegt die Spitze in einer 
Parallelebene zur yz-Ebene, ist auch noch 0^3 = 0, so 
liegt ^ie Spitze in einer Parallele zur z-Axe. Da 
s, =0 ist, so ist s^ rSj : 8^ = b^, :bj, :b„, d. h. der 
unendlich ferne Doppelpunkt der Spitze liegt in der 
Richtung der Geraden, deren Richtungsfaktoren b^, . . . 
sind. Jede Gerade, welche diese Richtung 
hat, istAxe; die Cosinus seien /^, y^^ /,,. Man 
drehe das Koordinatensystem so, dass die neue z-Axe 
in diese Richtung fällt, setze also (§ 13) : 

So = no^o' + ^01 8/ + yo. 8/ + OS3' 

81 = no 80' + y» 8/ + y,2 8/ + s,' 

8, = y,o 80' + Yn s/ + y„ s,' + S3' 

8, =08,' + 08/ + 08/ + 83', 

wo y^^ ^01 • • • ^^® Cosinus der Winkel sind, welche die 
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alte x-Axe mit den neuen Axen der Heihe nach 
bildet etc. Man setze Punkt: 

r,JYo,; Y.,; r„0; o|oooi, 

so dass To und y^ beliebige unendlich ferne Funkte, 

y^ die Spitze. Dann ist, wenn G (s) die gegebene Form 

G(s) = 8/«G(Yo) + 8/'G(Y,) + 8.'«G(r.) + 83"a33 

+ 28/s/P(YoY,) + 2s/8/P(YoY,) + 2s/S3'P(yoO) 

+ 2s/8/P(y,Y,) + 2s/83'P(y,0) + 2b,'83'P(y,0). 

Weil Y, die Spitze, sind G(y,); P(YoY,); PCTiT,); 

P(y,0) alle = 0. 

(Satz: Die Polarebenen aller Punkte 
gehen durch die Spitze wie beim Kegel; etc.). 
G(s) reduziert sich also (die Striche sind weg- 
gelassen) auf: 

1) 8o'ö(ro) + s.«G(Y,) + 2s,83P(YoYt) + 28,83P(YoO) 

+ 2s,S3P(Y,0) + 83«a,3: 

Dreht man die z-Axe in die Richtung nach der 
Spitze, so ist die z-Koordinate aus der Form yer- 
sehwunden. 

Die Gleichung 1) zeigt also^ dass der Cylinder 
durch alle parallelen Ebenen, welche nicht 
durch die Spitze gehen, d. h. derCylinder- 
axe nicht parallel sind, in kongruenten 
Kegelschnitten geschnitten wird. Gehen 
die Ebenen durch die Spitze, so zerfällt 
der Schnitt in zwei parallele Geraden, 

Setzt man nun in Folge Parallelverschiebung des 
Koordinatensystems 
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s,P(r,0) . ^ . ».P(r.O) 

8.-8. - G(^^) , 8.-8, - Q(^) , 

SO fallen die Glieder, welche die Koordinaten x und y 
in der ersten Potenz erhalten, weg, und G(s) reduziert 
sich auf 

2) 8.'G(r,) + 8,'G(T,) + C8,', 

n_. ^Pi(Y.O)_^P«(r.O) 



— ""^ G(r.) ^ Q(r.)- 

Der Kegelschnitt, den 1) bei festem z 
darstellt, ist dann ein centraler, Ellipse 
oder Hyperbel. Der Funkt; dessen Koordinaten 

S/ 8/ 

— und — dasCentrum. Es kann aber vorkommen , 
Ss Sa , 

dass dadurch, dass P(yoYi) = ö gesetzt wurde, von 

selbst G(yo) oder G(Yj) verschwindet und dann rückt 

der Mittelpunkt ins Unendliche, der betreffende 

Kegelschnitt wird zur Parabel. 

Es ist 

(Yoi < + Yi, ^/ + /ai ^sO — (Yoo < + Yio o"/ + Y,o «^sO 

(ro,^o' + yn^/ + r„er/) 

und wenn wir dieselben Verbindungen der y's, die wir 
bei den a^s mit bik bezeichneten, hier ^^k nennen: 

3) G (r.) G(T.)-P' (Y. y.)= ^^" ■^«»+^. '^..+^. g«r^ F 

Dg, 

mit Benützung der Formeln 18 und 18* des § 24! Da 
aber K, ; bj, ; (5^^ ; cJj, den Faktor i\^ haben 

G^(yo)G^(yi) — P'(YoY,)=0, wenn b„ gleich 0, 
wenn b„ > 0, F > 0, wenn b„ < F < 0, d. h. also 
wenn b„=0 und P(Y^yJ = 0, ist G(yo) oder G(yJ 
auch 0^ ist b„ > 0, so haben G(y,) und G(yj) das 
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gleiche Zeichen, ist b„ < 0, so haben G(yo) und GCrJ 
entgegengesetzte Zeichen, also: 

Je nachdem b,,, d. i, a^,, a,g — a,,* > = <0 
ist, wird der Cylinder von jeder Ebene in 
einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel ge- 
schnitten und je nachdem heisst der Cylin- 
der: Elliptisch, Parabolisch, Hyperbolisch. 

Der elliptische Cylinder wird, wenn C dasselbe 
Zeichen hat wie Gt{yo) imaginär, der Parabolische hat 
die Eigenschaft, dass die Polarebene eines unendlich 
fernen Punktes der Fläche, d. h. also die Tangential- 
ebene desselben durch jeden andern unendlich fernen 
Punkt hindurchgeht, d. h. 

Der Parabolische Cylinder wird von der 
unendlich fernen Ebene berührt. 

Da jede Ebene, welche den Cylinder berührt, ihn 
in einer Kante berührt, so hat der Parabolische 
Cylinder Eine unendlich ferne Kante. (Der elliptische 
keine, der Hyperbolische zwei.) 

§ 29. Die Hauptaxen. 
Jedes System konjugierter Durchmesser eines 
Schnittkegelschnitts bildet mit der Kantenrichtung ein 
System konjugierter Axen des centralen Cylinders und 
ebenso wieder ein Pol-Dreikant. Um das rechtwink- 
lige zu finden, schlagen wir denselben Weg ein wie 
beim Kegel, wir betrachten eine Axe durch den NuU- 

punkt; auf der ein unendlich ferner Pol a 1 s^^'s/s^'O 

bezw. a { x' y' z^ liegt; es ist dann wieder 

(j,(a) = ^x'; (j^(a) = Xy'; j,(a) = >lz' 
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und wir erhalten dasselbe Gleichungssystem 20) des 
§ 25 und somit für Ä dieselbe Gleichung 3. Grades 
§ 21, welche hier aber die Wurzel hat^ da nach 
Voraussetzung a^^ = ist. Sie reduziert sich auf 
X (X' — X 8 + o) = 0. Die Wurzel X = gibt, wie vor- 
auszusehen, als eine dieser Axen die Kantenrichtung 
mit den Faktoren b^, ; b^, ; b„. Wir nehmen zunächst 
an, dass b„ z|= 0; dann sind die beiden Grössen 
A* und A*' von verschieden. Die Eesultate des § 25 
bleiben bestehen; die 3 Hauptaxen stehen auf 
einander senkrecht. Wir wählen ihr Dreikant 
als Koordinaten-Axen-Dreikant und ordnen die neue 
x-Axe der Wurzel X', die y-Axe der Wurzel X" und 
die neue z-Axe der Wurzel X = 0. Es wird dann 
I^C^o^i) ^^^ selbst in Folge von 21») des § 25. 
G(yo) und G(yj) werden wieder zu X' und X" und wir 
erhalten 

4) s,*X' + s,»X-+S3'a3, + 2s,S3P(nO)+2s,s,P(y,0) 
für P(yoO) und P(yjO) können wir auch schreiben 
^8(/o) lind (r,(rj. 

Verschieben wir nun das Koordinatensystem 

parallel in den Punkt M |-^^; — ^^J ^ beHe- 

big, so erhalten wir die Normalform des centralen 
Cylinders 

Die Bichtungsfaktoren der 3 Hauptaxen sind 
W. ; b^; b„; — K. + ^' a„; b,, + ^' a,,; b„ — <r + ^' a„ etc 
(zur Vereinfachung von /»'„ und /?''„ ist die Gleichung 
der Ä benutzt). Der Cylinder ist elliptisch, wenn >l' 
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und ^** das gleiche Zeichen hahen, was verlangt, dass 
o'>0, aber 

<^=b^ + b..+b„=b..-'(b..' + b.,' + b„'), 
d. h. also bjg > wie bereits bewiesen, hyperbolisch, 
wenn b,, << 0, ob er imaginär ist, hängt davon ab, ob G 
das gleiche Zeichen wie Ä^ und X'^ hat; die Berechnung 
von G vereinfacht sich zwar dadurch, dass 

»oa K + ^8 \% + a.8 \% = 0, 
indessen ist es bequemer; den Satz zu benutzen, dass 
ein Gy linder von allen Ebenen, welche die Kanten 
schneiden, in gleichartigen Kegelschnitten geschnitten 
wird. Die Ebene z = schneidet den Cylinder in dem 
Kegelschnitt 

a,oX' + 2a^,xy + a,jy» + 2a^3X + 2aj3y + a33 = 
und dieser ist Ellipse und reell, wenn b,, > und 
*oo *«s ^ ^> Ellipse und imaginär, wenn b„ > 0, a^^ »8«**^ ^» 
Hyperbel, wenn b„ < 0, Parabel, wenn b^, = 0. Man 
sieht aus dem Anblick von G sofort, dass wenn s, d. h. 
*•• + ^11 + ^» > und a33 auch > 0, dann C > 0, 
d. h. der Gylinder ist imaginär. Die Berechnung von 
C gestaltet sich höchst einfach, wie folgt: 
Es ist <yVy«) 1 

!!'• = ß\,' + ß',,' + /?'„» = ß\, (ß\, + /?'„ + /?'„) 

also: n'' = — jS'„^8. 

Weil Cjg = 0, gelten die Gleichungen 

»08 Ko + »18 V + «18 K = 
»08 V + »18 ^1 + »28 ^8 = 

»08 ^2 + a^g bj2 + a„ b„ = 0, 
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also a,3 : a^, : a„ = b (b„) : b (b„) : b (b„), wo das b vor 
der Klammer andeutet, dass wir dieselben Verbindungen 
mit den bik vorzunehmen haben, wie früher mit den 
aik, um die bik zu bilden. Die 3 Koeffizienten sind 
einzeln 0, aber sie verhalten isich wie a^, : a^, : a,j, folg- 

"'^' ..(.') = *- >^'/»'„, alBO "^^=-^; ^ und 

6) c=-^;(^-^^^=Ä--±^)+L 

§ 30. Der Parabolische Cylinder. 

Wenn a== 0, d. h. 

baj = = a^^ aj^ a^^ ; 
so wird generaliter eine zweite Wurzel Ä* der Haupt- 
axengleichung 0, (eine Ausnahme tritt ein, wenn b„ = 
und b^, : bj2 endlich und bestimmt bleibt, dagegen b,, : b,, 
und bjj : b,j = sind^ d. h. also wenn die Cylinderaxe 
auf der z-Axe senkrecht steht) und alle bik sind 0. 
Wir woUen dies geometrisch beweisen. 

Die Richtungskosinus der 3-Axe ^" sind den Grössen 
^08 ^12 ^2 proportional, die Richtungskosinus x y z der Axe 
A ^ Ä' = genügen den Gleichungen 
a-o.x + a.^y + a,jZ = 0; a,jX + a^.y H-a^^z = 0; 

^2X + a,2y + »22^ = 0; 
d. h. die Axe steht auf den 3 Geraden gj < a,^^ a^^ a^, ; 

S^i^oi^n^iif Ssi^oihi^i senkrecht. Die 3 Eich- 
tungen gehören also Einer Ebene e an. Ist 

nun b„ =0, d. h. -^ = -^, so sind die xy-Projektionen 

von g, und g^ der Richtung nach identisch, d. h. also 
die Ebene e enthält die z-Axe (der Sichtung 
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nach), die Cylinderaxe X steht also auf der Ebene e 
senkrecht. Die Gleichheit zweier Axen ist aber vom 
Koordinatensystem unabhängig, ist invariant, und es 
müsste also die Cylinderaxe ^(X/) auf jeder beliebigen 
Geraden senkrecht stehen. Dieser Widerspruch hört 
nur dann auf , wenn die 3 Geraden gsgiggineine 
Einzige zusammenfallen, d.h. also, wenn alle 
b =0, d. h. a,, : a^j : a,, = a., : a^, : a^, = a.j : a^^ : a^,. 
Dies sind also die nötigen und hinreichenden 
Bedingungen für den parabolischen Cylinder. 

Analytisch kann derselbe Beweis dadurch geführt 
werden, dass aus den Gleichungen 18 und 18^ des § 24 
folgt, dass wenn b„ = auch b^, = und bj, = sind, 
wenn aber die Axe eine bestimmte Sichtung hat, so 
sind b^, : b,, und b^, : b^^ bestimmt (den Fall, dass 
diese Richtung auf einer Axe, z. B. der z-Axe senk- 
recht steht, werden wir bei den Kreisschnitten näher 
betrachten) und folglich b^^ = b^, (b^, : b,,) = und b,j 
desgl. und ebenso bik* 

Die Richtung der Cylinderaxe bestimmt sich sofort 
daraus, dass sie auf g, und der Linie g^{^^ \^ a^, senk- 
recht stehen muss. 

Die Gleichung 4) des vorigen § geht über, da 
P(yiO) = ist, in 

8x'>l" + 8a'a3, + 2ssSgP(y.0),wo>e'' = s = a,,+a,,+a„, 
woraus ohne Schwierigkeit die Gleichung 

rn' + nn^o 

die Normalgleichung des Parabolischen Cylinders ab- 
geleitet wird. 

Man kann die Probe direkt anstellen. 
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Die Bedingungen sagen ans, dass G(s) in diesem 
Falle die Form annimmt 

+ 2a„z + ai,=0, 
Setzt man 

d. b. also da (18 § 24) 

setzt man die neue 17-Axe parallel g,, so kommt 
F = 8i?« + 2a„x + 2a,,y + 2a„z + a,3. 
Setzt man nun 

^f = »08^ + ^87 + »« z, 

wo 'i" = »08' + »18* + »'„*> 

80 ist a) F = siy» + 2;if + a,,. 

Die g'Axe ist also parallel g^. Die Form a) stellt 
gleich gesetzt bei bestimmten z eine Parabel dar, be- 
zogen auf ein Paar konjugierter Axen. Die Cylinder- 
axe z bat die Sicbtungsfaktoren 

»1»»«8 »82 »18 1 »88 »08 »08 »88 ^^^ »08 »18 »18 »08* 

IS^^ »08 »08 + »18 »18 + »88 ^^8 = 0, 

SO stehen auch g, und g^ aufeinander senkrecht und die 
ii fj und z-Axe bilden ein dreiaxiges rechtwinkliges 
Koordinatensystem. 
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VI. Abschnitt. 

Die eigentlfehen centralen Fltchen 2. Grades 
(Qoadrlk's) in allgemeiner Beliandlang. 



§ 31. Die centralen Flächen 2. Grades« 

Die allgemeine Form 2. Grades besteht aus der in 
den Koordinaten s^ s^ s, homogenen Form 2. Grades 
K (Sq Q^ Sj) oder K (x y z) und der Form 

E (s) = 2a,3 s, s, + 2a,3 s, s, + 2a„ s, s, + a,, s,«. 

K stellt im allgemeinen einen Kegel (zweiten Gra- 
des K') dar, ausser wenn die Spitze ins Unendliche 
rückt, E (s) lässt * sich generaliter durch Axentransfor- 
mation auf die Konstante a,, reduzieren (wo dann 
E (s) = die unendlich ferne Ebene darstellt) und zwar 
durch Parallel Verschiebung y wodurch K (s) ganz un- 
geändert blieb. Wir erhalten für die Koordinaten des 
neuen Anfangspunkts M die Gleichungen (cf. § 5) 

Oo W =»••?+ %lV+ »0«? + »08 = 

a, (M) = %,i + B,^,fi + a,,f + a,3 = 
a, (M) = a,,| + a,,iy + a,, ? + a«, = 0, 
woraus sich die Koordinaten von M ergeben, als z.B. 

«88 

Nur wennaj, = 0, rückt Mins Unendliche, 
aber das war gerade die Bedingung dafür, 
dass der Kegel K(s) in einen Cylinder über- 
gebt. Die Polarebene des Punktes M hat die Gleich- 
simon, AnalytlMhe Geometrie des Baumes. 9 
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ung 83 (/j (M) = 0, d. h. also da c/, (M) z|i 0, weil sonst 
A = und E (s) ganz verschwinden würde, s, = 0, d. h. 
also die Polarebene von M ist die anendlich 
ferne Ebene; jede durch M gehende Sehne 
der Fläche K(8) + E(s) = wird also in M hal- 
biert, die Fläche hat also in M einen Mittelpunkt im 
eigentlichen Sinne. Wenn also A it und 
«33:^0, so haben wir eine eigentliche Fläche 
2. Grades F mit Mittelpunkt. Ihre Gleichung 
ist 1) K(s) — = 0. 

Die charakteristische Eigenschaft des Punktes M 
\it fj, S ^ässt sich auch direkt darthun. 

Es war G (s + s') =: G (s) + 2P (s, s') + G (s'). 

Setzt man s = s^, . . . und s^ = x ; s^ = y ; s, = z ; 
s, = 1 und s' = s'^ . . . und s'^ = a r ; s\ = ß r, s', = 7 r, 
83 = und s' = r s", so ist 

G (s + sO = G (s) + 2rP (ss") + r«G(s"). 
Es ist aber 

G(s") = K{aßy) und P(8s") = aa^ + ßa^ + ytr,. 

G (s -{- s') = enthält dann die Bedingung, dass 
ein Punkt der Geraden, welche mit den Richtungs- 
faktoren a ß y durch den Punkt x y z geht (und von 
diesem die Entfernung r hat) die Fläche G (s) = 
schneidet. Man erhält, wie bekannt, zwei "Werte von r 
und damit 2 Schnittpunkte (generaliter) ; soll nun x . . . 
in der Mitte beider liegen, so müssen die beiden Werte 
von r aus G (s + s') = einander gleich sein und ent- 
gegengesetzt, d. h. es muss 

»)P (ss'O = aa, + ßa^-\-ro^=0 
sein. Diesist aber die Gleichung einer Ebene 
und zwar die Gleichung der Polarebene des 
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in der Bichtang a ß y unendlich fernen Po- 
les, da die Biichtnngsfaktoren einer Geraden den Koor- 
dinaten ihres unendlich fernen Punktes proportional 
sind. Der Ort der Mittelpunkte aller der Rich- 
tung a ß y parallelen Sehnen ist also die Ebene 
P (s s") = und umgekehrt jede Sehne, die in dieser 
Richtung durch einen Punkt der Ebene gezogen wird, 
wird in ihm halbiert. Für den Punkt M 1 1 iy f , für den 
^0 ^i 0« gleichzeitig verschwinden , ist die Gleichung 
P(ss") = unabhängig von ol ß y erfüllt; also gehen 
alle diese Ortsebenen durch M und jede durch M gehende 
Sehne wird in M halbiert; somit M Mittelpunkt. Die 
Ebenen P (s s") = = aa^-^ ß a^-\-ya^ heissen Durch- 
messer-Ebenen (Diametral-), der von M nach dem 
Pol (d. h. in der Richtung a ß y) gezogene Durch- 
messer heisst der Ebene P (s s") konjugiert. 

Das Centrum M der Fläche ist zugleich (§ 23) 
Centrum des Kegels K; transformiert man den Kegel 
auf ein System konjugierter Axen, so hat man F auf 
ein gleiches System transformiert; die Hauptaxen des 
Kegels sind die Hauptaxen der Fläche, denn die Grössen 
^0 ^1 ^% ^^^ ^^^ ^ ^^^^ ^ identisch. Damit die Identi- 
tät sich auf (T, erstrecke, muss s, = gesetzt werden, 
d. h. der Kegel K und die Fläche haben im Endlichen 
keinen Punkt gemeinsam, aber im Unendlichen ver- 
schmelzen der Kegel und die Fläche. Der 
Kegel K heisst Asymptotenkegel. Dies erhellt 
auch aus der Gleichung G (s -|- s') = 0. Für die Rich- 
tungen, welche der Gleichung K (a ^ y) = genügen, 
d. h. den Kanten des Kegels K parallel sind, 
verschwindet r^ aus der Gleichung. Gerade in diesei* 
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Bicbtnng haben also im allgemeinen nur Einen Punkt 
im Endlichen mit der Fläche gemeinsam (der andere 
liegt im Unendlichen T. 1 S. 95). Liegt der Pnnkt 
X . . . einer solchen Geraden auch noch auf der Ebene 
P (ss") = 0, d. h. auf der Tangentialebene an den Kegel 

(a (Tj + . . . = xa'o H~ J^\ + ^o^'^j)» so ^*^ sie keinen 
Punkt mit der Fläche gemeinsam, ausser wenn G (s) = 0, 
d. h. der Punkt x . . . auf der Fläche, dann aber ver- 
schwindet G (s + s') = 0) diö Gerade liegt ganz auf der 
Fläche. Schneidet also die Tangentialebene an 
den Kegel K (welche nicht zugleich die Tangentiale 
an F sein kann) die Fläche, so schneidet sie die 
Fläche in zwei der Berührungskante parallelen 
Geraden. 

Wird K zum Rotationskegel, so wird F zur Ro- 
tationsfläche, wird K zum Kugelkegel, so wird F zur 
Kugel und man braucht die betreffenden Bedingungen 
nur aus Abschnitt V abzuschreiben. Man sieht sofort, 
dass alle Schnitte von K und F durch eine Ebene 
homothetische Kegelschnitte ergeben (T. 1 S. 112. 
d. h. solche, für welche die Lage und das Verhältnis 
der Axen ungeändert bleibt, oder die sich nur durch 
den Wert der Konstanten unterscheiden, d. h. die un- 
endlich ferne Gerade in denselben Punkten treffen); 
kurz, man brauchte die zentralen Quadrik^s rechnerisch 
kaum zu bebandeln, wenn nicht die gestaltlichen Yer- 
hältnisse interessierten. Die Konstante C kann auch 
gleich 1 gesetzt werden, da ein Kegel sich durch Aen- 
derung des Längenmasses nicht ändert. 

Es sei G(s) die auf die Hauptaxen transformierte 
Form eines centralen Quadrik^s, d. h. 
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G (s) = X*x« + X'y« + V'z» -^ 1 = 
seine Gleichung. Sind alle drei X negativ, so heisst die 
Fläche: imaginäres Ellipsoid, sind die X alle posi- 
tiv: Ellipsoid; sind zwei X negativ, eins positiv, so 
heisst die Fläche : Einschaliges Hyperboloid, zwei 
positiv, eins negativ: Zweischaliges Hyperboloid. 
Sei E (s) eine Ebene mit den Eichtungsfaktoren 
bQjbjjbj,. Um den Schnitt von E (s) und G(s) zu 
untersuchen, kann man entweder die Koordinaten so 
transformieren, dass E (s) zu einer Koordinatenebene 
wird oder eine passende Specialfläche 2. Grades durcb 
die Schnittkurve legen. Wir wählen einen Cylinder, 
dessen Axe auf der Schnittebene senkrecht steht, also 
die gleichen Richtungsfaktoren hat. Wir haben dann 

2) C(s) = G(s) + E(8)H(s) = 0. 
Denn C(s) muss verschwinden, sobald G(s) und E (s) 
gleichzeitig verschwinden, H(s) stellt dann eine zweite 
Ebene — Nebenebene — dar mit den Richtungs- 
faktoren 2u 2v 2w. Es hat dann G (s) die Koeffizienten 
der Glieder 2. Grades (in x y z) : 

»00 = ^0 + 2^02^5 »01=^02^ + ^12^; »02=^02^ + ^2^; 

aii=^' + 2b^,v; ajj = bj,w + b„ v; a„ = >!"+ 2b,,w. 
Man sieht sofort, dass C (s) sich nicht ändert, wenn 
man \^ ... mit u . . . vertauscht. Setzt man wieder, wie 
^ § 25: a,^ + a,, + a„ = s; b.^ + b^^ + b„ = (t, so 
haben wir für die Richtungsfaktoren der Cylinder- 
Hauptaxen 

^02 ^2 ^28 ; . . . ; b,, + L'a^, ; b^, + L'a^, ; b^^ +L'a„ etc., 
wo L' und L" die Wurzeln der Gleichung 
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[Zu bemerken, dass die b in (r sich von den b's 
der Ebene E (s) durch einen gemeinsamen Faktor unter- 
scheiden, solange dieser nicht 0, ist es erlaubt^ sie zu 
identifizieren.] 

Da 033=0, weil C(8) Form eines Cylinders, so 
haben wir wieder die schon oft benützten Delationen 18 
des § 24 und es ist 

. bjj cos'^ y cos ß cos y 



cos a cos Y 
wo a ^ y die Richtungswinkel von E(s) sind. 

Es ist ferner 
s = iX'> + Ä' + Ä") + 2{nh„ + vh,,+whJ = v + 2». 

Wir haben zur Ermittlung von uvw die Gleich- 
ungen (§ 24): 

^0 K2 + 3-01 ^18 + ^02 \i =0; a^^^b^, + a^jb,, + aj,b„ =0; 
ao2K« + a'i,b,2 + a8,b„=0; oder 

V(rb„ + b,j(ub<,, + vb,j+wb„) + bi,>e' = 

w(rb„+b„(ub„ + vb,, + wb„) + b„>l"=0. 
Man sieht, verschwindet ein Richtungsfaktor, z. B. b^^, 
so verschwindet u und damit u^, und u^,, d. h. : 

Ist die schneidende Ebene einer der 
3 Hauptaxen parallel, so ist es auch die 
Kebenebene und die Eine Hauptaxe der 
Schnittkurve ist der betreffenden Haupt- 
axe parallel. 

Ist keins der b,, gleich Null, so kann man durch 
\^ etc. dividieren und wenn man ub^,,, vbj^, wb„ als 
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Unbekannte x^ y, z einführt, so hat man, wenn man 
sich der Bedeutung der b„ erinnert, (den Bichtungs- 
kosinus der Schnittebene proportional): 

— ^ + ^+;l* = etc. 
cos* a 

und diese Gleichungen bleiben auch für den Fall des 

Parabolischen Cylinders richtig. Das System giebt^ da 

^ = x4-y + z ist: 

2) —.2^ = r cos» a + ;i' cosV + ^'' cos V- 

Hieraus erhält man sofort für den Fall, dass der 
Schnitt eine gleichseitige Hyperbel, d.h. die 
beiden in der Schnittfläche liegenden Hauptaxen ent- 
gegengesetzt gleich, also s = 0;2^ = — ». 

2a) ^» + ^' + Jt" = X' cos 'a + X* cos V + X** cos V 
oder 

2c) X' sin «a + X' sin V + X" sin V = 0. 

Man sieht, wenn alle 3 X positiv, ist diese Gleich- 
ung (für reelle Schnittebenen) unerfüllbar. Die Gleich- 
ung 2^) kann auch die Form annehmen (durch Multi- 
plikation mit cos *a + cos V + cos *y = 1) : 

2»>) cos *a {X' + X*') + cos ^ß (i" + X^ 

+ cosV('i'+>iO = 0. 

Also (24) des § 26): 

Die Ebenen, welche aus einer centralen 
Fläche F* gleichseitige Hyperbeln ausschnei- 
den^ sindden Tangentialebenen des Kegels mit 

den Axen (;i' + >l")"*; (^" + >^*)-S- ß^ + ^')-^ 
parallel (also auch den Tangentialebenen an das El- 
lip8oid(X •) - 1 ; (X') - 1 ; (X") - 1 im Abstände J/X' + X' + X") 
Die Ebenen dieser Schar^ welche durch 
einen festen Punkt P gehen, umhüllen einen 
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Kegel mit der Spitze P, der sich von diesem, 
nur durch Parallelverschiebang unterschei- 
det. 

[Wird eine der Axen, z. B. X" gleich Null, ist also 
M im Unendlichen, so bleiben die Relationen 2*) 2^) 2«) 
bestehen, nur geht die Symmetrie verloren. Die Sätze 
gelten daher z. B. auch noch für den Cylinder, bei dem 
eine Axe ist; doch sind die Schnitte nur für den 
hyperbolischen Cylinder reell.] 

"Wenn der Schnitt parabolisch, so ist der Cylinder 
ein parabolischer (§ 29). Die Cylinderaxe ( \^ bj, b^, 

steht senkrecht auf der Axe < »os *u ^i ^^özw. ya^^ YÄ^ 
Y&^ und die dritte Axe auf beiden, ihre Bichtungs- 
faktoren sind p qr, wo p = b„ Yä^ — b„ |^; q = b^, 
V^ — ^02 1^ ; r = b^, 1^ — b, j }'ä^. Es ergiebt sich 
sofort P* = >^' t„' + V' b,,' . . . , 

somit, da P^oa ^~ 9.^j» +^^8» ^^ö ^^^ 

3) yx"b,,» + Vb„»b,, + ... = 0. 

Befreit man diese Gleichung von den Irrationali> 
täten durch Quadrierung wie bekannt, so ergiebt sich 
als Bedingung für die Bichtungskosinus der Schnittebene 
die Gleichung 

^ ^ cos 'a . cos V . cos V 

[|x' X'' cos »a + X" X' cos V + X*X' cos V = 0] 
d.h. (24 des § 26): 

.Die Parabolischen Schnitte einer Cen- 
tralfläche 2. Grades sind den Tangential- 
ebenen des Asymptotenkegel parallel. 
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[Ist eins der X, z. B. X'% gleich Noil, rückt M ins 
Unendliche, wie beim Cylinder, so sondert sich aus 3 
der Faktor b,, links ab, also muss entweder \^ = 
sein, oder der andere Faktor ist 0; letzteres fuhrt zu 
b^g = oder bj, = 0. In jedem dieser beiden Fälle 
müsste aber der Schnitt senkrecht zur Axe 0, der also 
im allgemeinen die Axen X® und X' enthält; eine Parabel 
sein, es bleibt also^ wenn man vom parabolischen Cy- 
linder absieht, nur bj, = 0, d. h. wenn in einer Fläche 
F' eins der X verschwindet, ■ schneiden die Schnitte 
parallel der zugehörigen Axe Parabeln aus. Ist die 
Fläche ein Cylinder, so zerfallen diese Parabeln in zwei 
parallele Gerade.] 

Um die Natur eines ebenen Schnittes allgemein zu 
beurteilen, muss man sich entsinnen, dass der Cylinder 
elliptisch, parabolisch, hyperbolisch, der Schnitt also 
Ellipse, Parabel, Hyperbel, je nachdem b„ > 0, = 0, 
< 0. Es ist aber \^ gleich a^^ a^j — a^^* und es er- 
giebt sich 

3b) b„ = cos V (X' ^' cos V + V V cos *a + X' X" cos V). 

Somit hängt die Katur des Schnitts vom Zeichen 
des Faktors von cos V al>> wir wollen ihn H nennen, 
und der Schnitt ist Ellipse, Parabel, Hyper- 
bel, je nachdem B>0, = 0, <0 ist. Die Haupt- 
axengleichung des Schnitts, wodurch aber die Axen des 
Schnittkegelschnitts nur bis auf einen gemeinsamen 
Faktor bestimmt werden, ist: 
3c) L* — L -^X'sin «a + K = 0. 

§ 32. Die Kreisschnitte. 

Es fragt sichy ob und wann der Schnitt zum Kreis 
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wird; es muss dann der Cylinder zum Rotationscylinder 

s s^ 

werden, L' = L" =2-; ^=-r ^nd nach § 29 

Ka +1^1 »02 = 0, b„ +L, a,3 ^0; b,, — a + L, a„ =0; 

b,j+B/2a,, = 0, 

also ^ = h^ =:b^ 
\i \i \i 
ausser wenn eins der b z. B. b^, gleich 0, daraus folgt 

u : V : w = b^, : b„ : b,„ 
dann geben unsere Gleichungen 

C(s) = G(s) + cE'(8), 
d. h. die beiden Schnittkurven sind parallel, 
und unser System giebt 
^'^ + c(bo,» + b,,« + b,,«) = 05 X' + ... = 0; 

X'' + c... = 0, d.h. x^ = \' = V\ 

Wenn also keins der b gleich Null, so 
muss G(s) eine Kugel sein; die b sind willkür- 
lich, und wir finden die bekannte Eigenschaft der Kugel 
wieder, von jeder Ebene in einem Kreis geschnitten zu 
werden. 

Ist Q- (s) keine Kugel, so muss eins der b gleich 
sein, d. h. die schneidende Ebene einer der Hauptaxen 
parallel sein; dann werden an sich alle b gleich Null, 
aber da die schneidende Ebene eine bestimmte Richtung 
haben soll, so können wir, wenn z. B. b^, = 0, d. h. die 
schneidende Ebene der z-Axe parallel, setzen : b,, : b^, 
= \^ : \^ und unsere Systeme bleiben, nur w und b,, 

sind 0, Y =X". 

Wir haben dann 
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a) 


».. + »„ =x"; 






. t) 


»..«•0 = »..' (^eil K 


= 0); 


c) 


a..b„, + a„b„ 


= 0; a, 


)i \t + »11 b„ 


oder mit Benutzung 


von b) 






».0 


bo,' = 


»11 b,,', 




d.h. Sm 


*.i _ 


a»« + at, 




V" 


b..' 


b..' + b„'- 



Es steht nichts im Weg 

zu setzen, wodurch 

und damit sind 2ub^j, und 2vb,, als Funktionen von 
bpj und bjj bestimmt, die Gleichung a) giebt dann 

a) x- = rb„« + x'b,,'. 

^ _ X^^ — X' ^_ V-V* 

Hierin stecken 2 Scharen von Ebenen, je nachdem 
wir die Wurzeln mit gleichen oder entgegengesetzten 
Zeichen nehmen, und da wir ebensogut b^, = oder 
bj, = setzen könnten, so giebt es im allgemeinen, 
d. h. von der Kugel und dem Kugelkegel abgesehen, 
6 Scharen von Kroisschnitten, deren Realität wir später 
untersuchen wollen. 

Die Kreisschnitte lassen sich, wenn einmal fest- 
steht, dass die schneidende Ebene einer der Axen pa- 
rallel ist, weit schneller erledigen, wenn man durch den 
Schnitt eine Kugel legt. Es müssen dann G (s) und 
E(s) = ax + /'y + <5 oder wenn wir von der Konstante 
absehen , ö (s) und E (s) = a x + /? y so kombiniert 
werden können, dass die Gleichung der Kugel 
ax' + a y' + az* + . . . 
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erhalten wird, d. h. die Quadrate der Yariabeln gleiche 
Koeffizienten haben und die Produkte versch winden. 
Da a X = — /5 y, so ist für alle Punkte von E : 
a' x' = ß* y' und es wird 
(X*x« + X'y« + X''z') + (a«x« — ß'f) 
zur Kugelform, wenn 
X* + a« = X"; X' — /?' = X"; a' = X" — X«; 

ß^ = X' — ^", «• + /?• = X' — x% 
X" — X® 

•i-^- V = ^7:rx^- Also 

Auf jeder centralen Kegelfläche, den 
Kegel selbst eingeschlossen, giebtesSPaar, 
reeller oder imaginärer Kreis sehn itt scharen, 
ausgeschnitten vonEbenen, welche jeEiner 
der Hauptaxen parallel sind und mit den 
andern die durch die Formeln 4) und ihre 
entsprechenden bestimmten Winkel ein- 
schliessen; die Winkel zweier zur selben 
Axe gehöriger Ebenen werden durch die 
beiden andern Axen halbiert. 

L rSind s' und s" zwei Punkte (Elemente) des Ge- 
bildes Q- (s) = 0, so gilt für jeden Punkt s | s' + X s" 
ihrer Verbindungs- (Schnitt-) Geraden, und nur für diese, 
die Relation 

P(ss') + P(ss'0 = P(s'8") . (1 + X), 
weü P (u + v'x) = P(ux) + P(vx) ist, und 

P (s' s') etc. = 0. Ferner 

P (S' 8' + 8") = P (S' S") . (1 + X) 

s' 4" s" { ni, wenn mit m der Mittelpunkt von s' s" 
(bezw. die Winkelhalbierende) bezeichnet wird; also 
»1 { So' + So" . . . { Xo' + x" . . . 2, somit 
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a) P(sm) =P(s's").(l + X), 

b) P(mm) = G(m) = 2 P (s' s"), 
Pfsm) 

Bezeichnet man die gewöhnlichen Punktkoordinaten 
von m mit | ^ f und die von s mit x, y, z. — (Es ist 

X = — . . . und Sj = 1 + X, wenn s,' = 1 ; Sg" = 1), so 

haben wir 

^) G (? T7 ? 1) = P (I J? ? 1, X y z 1) oder wenn wir 
ni{f«7?l, 8{xyzl setzen. 

e) G(m) = P(s/m). 
Sehen wir s als festen Punkt an^ so haben wir 
den Satz: 

DieMitten allerSehnen eines Quadrik's, 
welche durch einen festen Punkt P gehen 
liegen auf einem ähnlichen Quadrik mit 
parallelen Axen, auf dem P liegt. 

Der Berührungskegelschnitt des von P an G ge- 
legten Kegels liegt auf diesem Quadrik, da P(sm) die 
Polarform von G (s). 

Die Ableitung zeigt, dass der entsprechende Satz 
zugleich für die Kegelschnitte gilt. 

Wird s als Ebene, G(s) als y' gedeutet, so haben 
wir den dualen Satz: 

Die Halbierungsebene des Winkels zweier 
Tangentialen, deren Schnittgerade auf einer 
festen Ebene liegt, umhüllt eine ähnliche 9^ 

Bewegt sich m^ so dass G(m) konstant bleibt; so 
ist P(sm) = G(m); die Gleichung der Tangentialen 
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an das ähnliche Gebilde, m das Berührungselement; 
dies tritt z. B. ein, wenn sich ein dem Quadrik ein- 
geschriebenes (umgeschriebene) Dreieck eo bewegt, dass 
zwei Seiten (Ebenen) parallel bleiben, die dritte um- 
hüllt dann einen ähnlichen Quadrik, der homothetisch 
ist, und m ist das Beruh rungselement.J J 

Die Formeln 4) zeigen, dass b^j' und bj,' nur dann 
positiv und kleiner 1, die Ebene E nur dann reell, wenn 
X die mittlere Axe repräsentiert. 

Es sind also, abgesehen von der Kugel und 
dem Kugelkegel, nur 2 der Kreisscharen reell, 
welche zur selben Axe gehören. Sind zwei 
der X gleich, ist die Fläche eine Rotations- 
fläche, so fallen die beiden Scharen zusammen. 

Den zu einer Schnittebenenschar b^^ ; b^, ; b^, kon- 
jugierten Durchmesser finden wir dadurch, dass wir ihn 
für den Kegel K (s) bestimmen, da haben wir für den 
Pol x' y' z' 

cbo« = V; cbj, = ff/; cb„ = (7/; = a^' 
also x' = cbo,r-l; y' = cbi,V-i; z' = cb„X"-i, 
wodurch wir für den Durchmesser auf dem die Centren 
einer Kreisschnittschar liegen, erhalten. 

^, rx X'y 

5) -T — = -7- — ; z' = etc. 

Wir können dies auch ohne Hilfe des Kegels ab- 
leiten. 

Sei xoL -{- jß -{- zy = ö 

eine Ebene, so haben wir für ihren Pol 
ca = >l**x', ... c(5 = 1, 
also, wenn (>l*)""^ = ^~^ gesetzt wird: 
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x' Y 7f 

da 6 hierin nicht 'vorkommt : 

Die Pole aller parallelen Ebenen liegen 
auf Einem Durchmesser. 

Ist <5 = 0; wird die Ebene znr Diametral ebene, so 
rückt der Pol ins Unendliche, aber da die Verhältnisse 
der Koordinaten von eJ unabhängig, so ist dieser Punkt 
in der Bichtung a^l— o . . . und alle durch einen Punkt 
der Diametralebene in dieser Richtung gezogenen Pa- 
rallelen werden zwischen der Fläche in ihm halbiert: 

Zieht man durch einen Punkt x' . . . des Durch- 
messers eine Gerade mit den Bichtungsfaktoren uvw 
in der durch x' . . . gehenden Ebene der Schar « i^ y, 
so ist u a + V /? + w y = 0, weil das Loth auf der Ebene 
auf uvw senkrecht steht. Die Gleichungen der Geraden 
sind x = x' + ru; y = y' + rv; z = z'-f-rw 
und für die Schnittpunkte mit der Fläche haben wir 
G(x,y,z) = G(x'.,.) + rc(ua + v/? + wy) 

+ r"G(uvw) = 
und da der Koeffizient von rc verschwindet, so wird 
die Gerade zwischen den Schnittpunkten mit der Fläche 
im x', ... halbiert, oder : 

Der Punkt, in welchem der konjugierte 
Durchmesser die Ebene der Schar schneidet, 
ist der Mittelpunkt des Schnitts zwischen 
Fläche und Ebene. 

Die Konstante 6 bestimmt sich durch die Thatsache, 
dass wenn man eine der Koordinatenaxen in die Rieh- 
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tung der Cylinderaxe dreht, die betreffende Koordinate 
aus der Gleichung des Cylinders herausfällt. Dreht 
man also z. B. das Koordinatenkreuz in der xy-Ebene, 
(Fig. 13), so dass diex-Axe in die Bichtung b^, b,, fällt, 
setzt also 

^ = ^08^ — ^12^1 y = ^2? + ^02^; z = z, 
so erhält man 
C = X"z« + X"i7' + |(5 + zd(ub,, + vbJ 

+ zi7d(vb„— ubj — l + d(J = 0. 
Da der Koeffizient von g verschwinden muss^ so ist 
6) ($ = d(X« + x' — V). 

Das Verhältnis der Konstanten des zum 
Kreisschnitt gehörigen Schnitts und des Kreis- 
schnitts ist konstant und X* + X' — X". 
2(vb,, - üb,,) = 2b,, b,, (X* - XO = V. 
(Es war 2 u b,, = b„ *;i" — Ä' . . .), also 
G = A''z^ + Ji''fj^ + fjdv — l + d6 = 0. 
Verschiebt man den Anfangspunkt in das Centrum des 
Schnittkreises bezw. in dessen Projektion auf die Ebene 
z iy, so ist ij = f^' -\- fjQ und 

^_ dy __ dbo,b,,(>^o — >10 

Da f c wie die Figur 13 zeigt = — d, so hat das 
Centrum des Kreisschnitts der Schnittebene im Ab- 
stände d die Koordinaten - • - 

dt^ 
?c = — d; 47c = — 2^' ^° ~" ^> 

woraus sich in den ursprünglichen Koordinaten ergiebt 

1) xc — j,r~ > Je jii — » zc — ü, 

wie man auch direkt erhält aus Kombination der Gleich- 
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ung des Durchmessers, auf dem die Centren liegen, mit 
der Gleichung der Schnittebene 

(Benutzung der Gleichung 5 S. 142.) C wird 

r z^ + rfi'^ — l + dS + V^l" + lycd v, 
da aber lyo d v = — 2 i^c' >l', so ist 

Also das Quadrat des Radius r des Schnittkreises 
hieraus folgt, dass wenn 9) d' = ^f = d^' der Schnitt- 



kreis zum Punktkreis wird, und sobald d' > 



rji' 



der 



Schnitt imaginär wird; die Ebene wird für den Grenz- 
Simon, Analytische Geometrie des Baumes. 10 
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fall zur Tangentialebene, die 4 durch die Gleichungen 
7) und d = d« bestimmte Punkte fallen bei Botations- 
flächen in die Endpunkte der Botationsaxe paarweise 
zusammen; sie werden imaginär, sobald eine ungerade 
Anzahl A negativ ist, sie heissen Kreispunkte der 
Fläche. 

§ 33. Die Beye'schen Axen des centralen Quadriks. 
Für die Axen einer Fläche F ergeben unsere For- 
meln aus § 22 S. 102, wenn x' y' z' die Koordinaten des 
Pols P sind 

X — X* __ y — y^ _ z — z* 



^^ >l*x' ^y' rz 



« w/ 



die Hauptaxengleichung des Axenkegels, der durch P 
geht, erscheint zugleich in der cardanischen Form, d. h. 
das Glied mit Ji^ fehlt; man sieht ferner, dass die Kon- 
stante C gar nicht in die Axengleichung eingeht, also: 

EineGerade, welche (Reye'sche)Axe der 
Fläche F ist, ist zugleich Axe für den zu F 
gehörigen Asymptotenkegel und damit für 
alle Flächen^ welche sich von F nur durch 
den Wert von C unterscheiden, d. h. ähnlich 
und ähnlich liegend (homothetisch) sind; 
auch die Pole bleiben unverändert. 

Die Gleichung der Axe ist, wenn P auf F liegt, 
zugleich die Gleichung der Normale der Fläche F 
im Punkte P, liegt P nicht auf F, so lässt sich der 
Wert von C als G(P) bestimmen, und es giebt also 
Eine homothetische Fläche F', auf der P liegt, und für 
welche die Axe, deren Pol P ist, zugleich Normale in 
P ist, d.h.:. 
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Der Axenkomplex einer Fläche F ist 
identisch mit dem Komplex der Normalen 
aller mit F homothetischen Flächen. 

(F selbst mitgerechnet.) 

Da die Axen (§ 22, S. 102) eine Mannigfaltigkeit 
3. Stufe bilden, während die aller Geraden des Raumes 
von 4. Stufe ist, so muss zwischen den Baumkoordinaten 
einer Geraden Eine Bedingung bestehen, damit sie Axe 
von F sei. 

Wir haben (§ 9 8.30): 
a = ;iOx'5 ß = X'f\ y = ;i"z'; a = y' z' (>l' — ;i") i 

b = z'x'(.l'' — >!'>); c = x'y'(.i» — ;iO; 
hieraus wie stets 

a) aa + b/? + cy = und 

— c b 

oder mit Benutzung von a) wenn = p und — = q 

ß 7 

gesetzt wird: 

p >l' — ;!• X" 

7*) 



q X" — X'' X"" 



und wenn — = A' etc. gesetzt wird 



_P. _ B' — A' 
q ~C* — A«- 

Gleichung 7) zeigt, dass der Axenkomplex von F 
mit denen der homothetischen Flächen F' idenifcisch ist. 
7*) dass er sich nicht ändert, wenn die reziproken Werte 
der Grössen X alle um dieselbe Zahl geändert werden. 
Diese Flächen heissen nach Analogie von T. 1 kon- 
fokal, doch verschieben sich im 2. Fall die Pole. 
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Um die Koordinaten des Pols aus denen der Axe 
zu bestimmen, haben wir (Gleichung 20 § 9): 





a 


c 




a 


h 


a 


X*x' 


x' = 


^J 


^'-T' 


X' 


= r' + 


7' 


J^ = 


X' 


somit 
















8) 


x' = 


VÄ' 


= 


X"<l . 
X" — X*' 


y' = 


X'v 
X' — X" 


ß 


X' — X' 


o' 



r'q 



Diese Gleichungen zeigen direkt, dass die Pole für 
alle homothetischen Flächen dieselben sind. 

Die Bedingung 7*) lässt sich geometrisch inter- 
pretieren; die Figur 6 zeigt, dass eine Gerade, welche 
eine der Koordinatenebenen, z. B. die x y-Ebene in C, 
eine zweite, die xz-Ebene in B schneidet, Axe ist, 
wenn die Projektionen von OC und OB auf die 
3. Axe im konstanten Verhältnis (B* — A*) : (C* — A«) 
stehen. 

§ 34. Fokalkurren, konfokale Flächen. 
Wir haben für die Axen die Gleichungen 6) und 
daraus folgt, dass die J^e eine der Symmetrie-(Kaupt-)- 
Ebenen, z. B. y = im Punkt f 17 f so schneidet, dass 

die der Axe konjugierte Ebene 
xx^ yy zz' 

^0 "*" ^' "•" X*' 
schneidet die Ebene y = in der Geraden 



,0 +^ + -;77-l=0 



Jxx' zz' 
g ^ + ^ — 1 oder 
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(wenn (>li)-i = ^-i), also T. 1, S. 81): 

Eine Axe und ihre normale Ebene schnei- 
den eine Symmetrieebene, z.B. y = in Pol 
und Polare in Bezug auf den in der Sym- 
metrie-Ebene liegenden festenKegelschnitt. 

Diese Kurven, deren es in jeder Haupt- oder Sym- 
metrie-Ebene Eine giebt, heissen Fokalkurven, sie 
sind für Fund alle mit ihr konfokalen iden- 
tisch (und gehören selbst zu dieser Flächenschar), 

Ihre Gleichungen sind: 

c f ^' I '• -1 

C'-{^-'l^-" + Ji-oLx-" =^5 ^^\'" 
Setzt man fest, dass bei dreiaxigen Flächen, 
d. h. wenn je zwei Ä voneinander verschieden sind, 

so ist die Fokalkurve in y = — C'y ^- eine Ellipse, 
die in z = eine Hyperbel, die Fokalkurve in x ^ 
imaginär. 

Sind zwei X gleich z. B. ^'' und X*, d. h. ist die 
Fläche eine Rotationsfläche mit der E-otationsaxe ^1°, so 
arten die reellen Kurven in zwei der Rotationsaxe 
parallele Geraden aus; bei der Kugel ist das Centrum 
der einzige reelle Punkt. 

Auf den Pokalkurven liegen die Brennpunkte der 
Axen- oder Hauptschnitte; diese Punkte heissen die 
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Brennpunkte (Foci) der Fläche F und der konfokalen. 

Legt man durch die Tangente in einem Punkte 
P < Xj z, einer Fokalkurve C'y irgend eine Ebene *k; 
so steht die Axe dieser Ebene neush Definition der 
Fokalkurve in P auf «k senkrecht und daher liegt der 
Pol Pk der Ebene ek auf ak* Alle diese Lote ak bilden 
aber die in P auf der Tangente (und damit auf der 
Fokalkurve) senkrechte Ebene v. Die Ebene v schnei- 
det F (und jede konfokale) in einem Kegelschnitt C 
und der Pol jeder Sehne von C durch P liegt auf der 
zugehörigen Axe ak, somit steht die Linie, welche P 
mit dem Pol verbindet auf der Sehne senkrecht, d. h. 
aber P ist der Brennpunkt (oder Focus) des 
Schnitts C*. Von dieser Eigenschaft hat die Fokal- 
kurve den Namen; wir haben den Satz: 

Die Ebene, welche im Berührungspunkt 
einer Tangente der Fokalkurve auf der Tan- 
gente senkrecht steht, schneidet die Schar 
konfokaler Flächen in Kegelschnitten, deren 
einer Brennpunkt der Berührungspunkt ist. 

Die Flächenschar 



*) o« _L ,. + \J1IZ. + 



hat identische Fokalkurven und daher rechtfertigt sich 
der Namen konfokal, sie hat denselben Axenkomplex, 
die Koordinaten der Pole haben gleiches Yerhältnis. 
Will man die Flächen, welche in der Schar enthalten 
sind, klassifizieren, so kann man von jeder beliebigen 
ausgehen ; man kann daher, unbeschadet der Allgemein- 
heit, annehmen X — ^^ '^ "" ' , ^ "" " > d. h. a*, b*, c* wären 
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positiv und a > c > b imd p die Werte von — oo bis 
-f-oo durchlaufen lassen. 

Ist 1) p = — <», so sind a' + P> b* + p, c" + P 
alle gleich p und a) geht über in x' + y' + z' = — p 
und stellt eine Kugel mit unendlich grossem ima- 
ginären Badius dar. 

Ist 2) p zwischen — oo und — a", so sind alle 
3 Kauptaxen Ä negativ, die Flächen sind imaginäre 
Ellipsoide (vgl. 7. Abschnitt). 

Ist 3) p = — a', so wird die Fläche mit der ima- 
ginären Fokalkurve Cx* identifiziert. 

Ist 4) p zwischen — a* und — c', so sind die 
Flächen, da zwei Hauptaxen negativ sind, zw ei- 
schalige Hyperboloide. 

Ist 5) p = — c*, so soll die Fläche die Fokal- 
hyperbel C'z darstellen. 

Ist 6) p zwischen — c' und — b', so ist eine Axe 
negativ, die Flächen sind einschalige Hyperboloide. 

Ist 7) p = — b', so soll die Fläche in die Fokal- 
ellipse Cy' übergehen. 

Ist 8) p zwischen — b* und + <» » so sind alle 
3 Axen positiv, die Flächen sind Ellipsoide. 

Ist 9) p = + 00 , so ist x' + y" + z' = p und die 
Fläche geht in die Kugel mit unendlich grossem Ra- 
dius über. 

Die Gleichung a) ist für p, wenn xyz als fest- 
gegeben angenommen werden, eine Gleichung 3. Grades, 
also gehen generaliter durch jeden Punkt P im Räume 
3 konfokale Flächen der Schar a). Die Gleichung wird 
vom 2. Grade, wenn P auf einer Fokalkurve liegt, z. B. 
Cy*, aber dann ist eine Wurzel p = — b*. 
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Liegt P auf keiner Fokalkurve, so erhält man eine 
Gleichung 3. Grades, welche nach Fortschaffung der 
Nenner die Form annimmt: 
L = (a'+P) (b»+p) (c»+p) - ^x«(b'+p) (c«+p) = 0. 

Für p = + 00 wird L positiv, für p = — b* ist 
L negativ, für p = — c' ist L positiv, für p = — a* 
ist L negativ und bleibt es, wenn p < — a' wird, also 
liegt eine Wurzel zwischen + oo und — b', eine zweite 
zwischen — b' und — c', die dritte zwischen — c* und 
— a', wobei es vorkommen kann, dass Eine Wurzel mit 
einem der Grenzen zusammenfallt. 

Damit ist bewiesen: 

Durch jeden Punkt im Baum gehen 3 
und nur 3konfokale Flächen der Schar, von 
jeder Art je eine, wenn wir die Fokalellipse 
zu den EUipsoiden, die Fokalhyperbel zu 
den einschaligen Hyperboloiden rechnen. 

Zwei konfokale Flächen derselben Art 
schneiden sich nicht. 

Dagegen können wir beweisen: 

Zwei k.onfokale Flächen verschiedener 
Art haben stets eine (reelle) Schnittkurve. 

Wir wollen diesen Satz nur für die Hyperboloide 

beweisen, da er für Ellipsoid - Hyperboloid anschaulich 

klar: 

X* y' z' 

sei einschaliges Hyperboloid, d. h. p zwischen — c' 
und — b*. 

X» j* z» _ 

zweischalig, ' d. h. q zwischen — c* und — ä*. 
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Wir subtrahieren ß) von a), giebt 

^J (a- + p) (a«+q) ^ (c» + p) (c«+q) 

^(b»+p)(b» + q) ^ 
oder x' u — z* v + y' w = 0, wo u, v, w, nicht negativ 
sind, oder z' = x'u' + y'w', wo u' und w' im all- 
gemeinen > 0, jedenfalls nicht < sind. 

a) giebt dann : x'^ + y* v = 1, wo ^ sicher positiv 
und V sicher nicht negativ. 

Diese Gleichung wird aber von allen Punkten der 

Ellipse mit den Axen 1/ — ; 1/ — erfüllt. Also: 

Zwei konfokale Centralflächen zweiten 
Grades (centraleQuadriks), schneiden sie hin 
einer Kurve, deren Projektionen auf die 
Hauptebenen Kegelschnitte sind, deren Cen- 
trum das Centrum der Flächen und deren 
Hauptaxen in die Kauptaxen der Flächen 
fallen. 

Die Gleichung y) enthält den Hauptsatz, der Punkt 
P I Xq . . . sei den Flächen a) und ß) gemeinsam, dann 
gilt auch y), das wir in der Form schreiben können: 

a* + p ' a'» + q"^ b»+ P ' b*+ q"^ c'» + p ' c« + q~""* 

Es sind aber -^ — , . . die Richtungsfaktoren der 
a + p 

Tangentialen an die Fläche a) in P, desgl. , ? . . . 

die der Tangentialen an j^) in P und wir haben den 
Satz: 
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Zwei konfokale Flächen F* schneiden sich recht- 
winkligr* 

Da durch jeden Punkt im Raum 3 Flächen der 
Schar gehen, welche sich rechtwinklig schneiden, so hat 
die konfokale Flächenschar dieselhe Eigenschaft, wie 
das System der orthogonalen Koordinatenehenen. Den 
Raum in unendlich kleine rechtwinklige 
Parallelepipeda (Balken) zu teilen, und daher 
haben Lamd und Jacobi die 3 zu jedem Punkt ge- 
hörigen Werte des p zu Koordinaten des Punktes ge- 
macht, die sogen. Elliptischen Koordinaten, ein 
krummliniges Koordinatensystem, das sich für theore- 
tische Physik und Integralrechnung als äusserst brauch- 
bar erwiesen. 

Die Gleichung L = bestimmt zu jedem Punkt 
P seine Elliptischen Koordinaten, von denen, wie be- 
wiesen, p zwischen + <» und — b*; q zwischen — b' 
und — c', r zwischen — c* und — a' liegen muss, falls 
P ein reeller Punkt ist. Der Wert des p (einschliess- 
lich des Minimum — b') bestimmt das durch P gehende 
Ellipso'id, der des q (einschliesslich — c') das ein* 
schalige Hyperboloid, der des r (dessen untere Grenze 
— a*) das zweischalige Hyperboloid, Die elliptischen 
Koordinaten sind also beschränkt. 

Man muss nun aus den elliptischen Koordinaten 
die orthogonalen bestimmen. Es ist, wenn das variabele 
p in L mit n bezeichnet wird, L identisch mit {n — p) 
(n — q) {n — r), wo p, q, r die Wurzeln von L = 0. 
(Schubert, Arithmetik.) 

pqr = x«b''c« + y'c^a« + z«c«b« — a'b'c«. 

P + q + r = x« + y« + z»-(a^ + b« + c«) 
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pq + qr+rp = a'b*4-l>'c' + c'a' — «'(b' + a«) 

— y'Cc' + b") — z'(a' + c'). 
Es ist, wenn w = — b* ist: 
y«(a' — b«) (c* _ b») = (- b' — p) (- b« — q) 
(_b»-r) = L(-b') 
= (-b')»-(-b')'(p + q + r)..., 
WO L( — b') den Wert bedeutet, den die Form L an- 
nimmt, wenn man für die Variable n einsetzt — b*, also 

L(-b') ^ L(-a') 

y -(c* — b*) (a» — b'')' "" -(b« — a») (c* — a«)' 

(a«— c») (b« — c»)' 
woraus sich die schon bekannten Beschränkungen von 
pqr aufs neue ergeben, da x'y*z" nicht < sein 
dürfen. 

Man sieht, dass zu ein und demselben Wertsystem 
P> 9.» r generaliter 8 Punkte gehören, d. h. 

drei verschiedenartige konfokale cen- 
trale Quadriks schneiden sich in 8 Punkten. 
Soll Bestimmtheit erzielt werden, so müssen auch 
hier durch Festsetzung der Wurzelzeichen die ver- 
schiedenen Octanten kenntlich gemacht werden. 
Man sieht, dass 

P H~ <1 4" r = Konstans 
die Gleichung einer Kugel in Ell. Koord., 

p q r = Konst. 
die Gleichung eines Ellipsoids, das mit dem Grund- 
ellipso'id homothetisch. 

pq4~<ir + rp = Konst. 
die Gleichung eines EUipso'ides. 
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Vn. Abschnitt. 

Die centralen Kegelfläehen in spezieller 
Behandlung. 



§ 35. Einteilnng. 
Die Gleichung ;i«x« + >l'y* + ;i"z* = 1 enthält 4 
wesentlich verschiedene Flächen: a) Alle 3^ sind nega^ 
tiv, die Fläche hat keine reellen Punkte, sie ist ima- 
ginär (imaginäres EUipso'id); b) alle 3 Ä sind positiv, 
dann ist der Asymptotenkegel, abgesehen von der Spitze, 
imaginär; die Fläche hat ihre sämtlichen Punkte im 
Endlichen ; ihre unendlich fernen Punkte sind imaginär, 
diese Fläche heisst Ellipse i'd; man giebt ihrer Gleich- 
ung meist die Form: 

X« y« z' 

Spezielle Fälle sind : die Kugel (wenn a = b = c) 
und das Rotations-Ellipsoid oder Sphäroid 
{^^ = Ji^). 

c) Zwei ^ sind > 0, eins < 0, z. B. Ji^ und ji" > 0, 

x' y« z* 

Der Asymptotenkegel liegt innerhalb der Fläche, 
alle Schnitte parallel den Hauptebenen sind reell, die 
Fläche heisst Einschaliges Hyperboloi'd (Ellip- 
tisches Hyperboloid). 

d) Zwei ^ sind negativ, eins positiv. 
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x' y' z* _ 

^) ä*" "■ b^ "" "c»^ ~ ^* 
Der Asymptotenkegel liegt ausserhalb, Schnitte 
parallel zur yz-Ebene sind imaginär bis (x) > a. Die 
Fläche zerfällt in zwei durch einen Streifen von der 
Breite 2a getrennte symmetrische Stücke, sie heisst: 
Zweischaliges Hyperboloid. 

§ 36. Das EllipfioM. 

Die Hauptschnitte, d. h. die Schnitte durch je zwei 

y« z« 
Hauptaxen sind Ellipsen. Ist x = 0, so ist t-j ^ — ä^ = 1 

eine Ellipse mit den Halbaxen b und c. Die Grössen + a, 
-|- b, -(-c, heissen die Halbaxen der Fläche (s. Fig. 14 u. 14a). 
Der Anfangspunkt M ist Mittelpunkt im eigentlichen 
Sinne, jede durch ihn gehende Sehne wird in ihm 
halbiert, denn die Polarebene des Punktes M ist die 
Unendlich ferne, weil ihre Gleichung 1 = 0. Dies folgt 
auch ohne die Lehre von Pol und Polaren, denn sieht 

man durch M eine Gerade { a, ß, y, so ist r' = d' und 

r = + ^ ^ ^^® Schnittpunkte mit der Fläche. Jeder 
Hauptschnitt ist Symmetrieebene, wie schon daraus 
folgt, dass nur die Quadrate der Variabein in 1) vor- 
kommen« 

Bewegt sich die schneidende Ebene parallel zum 
Hauptschnitt, so werden die Schnitte ähnliche Ellipsen 
mit beständig kleiner werdenden Axen, ist x = + a, so 
werden die Schnitte parallel y z zu Ellipsen mit den 
Halbaxen , d. h. sie werden zu Punkten x = + ^ 5 
j = 0, z = ; sie heissen Scheitel, deren das Ellipso'id 
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Flg. 14. 

also 6 hat. Ist der Abstand > als die zugehörige 
Halbaxe dem absoluten Betrage nach, so wird der Schnitt 
imaginär. Das Ellipso'id liegt also ganz innerhalb eines 
graden Parallelepipedons, dessen Ecken die Koordinaten 
+ a; +b;+c; +a, +b, — c, ... haben, und be- 




Fig. 14a. 
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rührt die Seitenflächen desselben in den Scheitehi. Die 
Schnitte des Ellipsoids durch eine beliebige Schar pa- 
ralleler Ebenen sind Kegelschnitte, welche keinen Punkt 
im Unendlichen haben, d. h. Ellipsen. Die Hauptaxen 
dieser Schnittellipsen geben die Formeln des § 31. 
Ist die Schnittebene 

3^K« + y^22+zb„ + d = 0, 
so liegen die Centren der Schnitt ellipsen auf dem Durch- 
messer Ä^x __ X'y X"z ^ 

bo, — b„ "" b„ "" 
und wir erhalten für die Koordinaten des Centrums 

r(a«bo,' + b«b,,« + c-b„«) + d = 0; r=--^ 

x = rb^,a"; y = rb,,b*; z = rb2,c*. 
Die Mittelpunkte sind also stets reell, auch wenn 
die Schnittellipse imaginär ist; dies tritt ein, sobald 
d* > n ist. Ist d' = n, so liegt das Centrum auf der 
Fläche, die Schnittellipse wird zum Punkte, die Ebene 
zur Tangentialen in diesem Punkt. 

Damit eine Ebene (b^,j b^^, b,,, d) Tangen- 
tiale an dasEllipsoid sei, ist dieBedingung 
zu erfüllen: 

d' = a'b„' + b*b.,' + c«b„» 
und die Koordinaten des Berührungspunktes sind 
b„a' b,.b' b„c» 

^ d ' y d ' ^ d • 

Um an einen Punkt A der Ellipse die Tangentiale 
zu konstruieren, benutzen wir den Umstand, dass die 
Tangentiale dei^ zum Durchmesser MA konjugierten 
Ebene parallel ist. Man zieht zwei dem Durchmesser 
MA parallele Sehnen der f^läche, legt durch M und 
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die Mitten F und Q der Sehnen die Ebene and dnrch 
A zur Ebene MPQ die Parallele. 

Hyperbolische und Parabolische Schnitte existieren 
nicht, die Kreisschnitte werden gegeben durch die For- 
meln 

cos 'a = b.,' = -jrz^' cos V = b..* == JTZrjit 

V = co8V=o = ^r3:^ 

und die entsprechenden 

JL'' — X' * 
X* X' 

^o* = 7ir3:7^ = ^°»"«5 bj/=:cosV = 0; 



X^^X' 



b,, « = cos V =^^0^17^ 



Damit das erste System reelle Werte ergebe, muss 
jjo ^ ^N ^ ^/ gg^^ dann ergeben alle übrigen imaginäre 
Werte (meist setzt man X"" < X' < X"). Bei der Fest- 
setzung a > c > b ergiebt sich: 

b i/a' — c« , a Wc« — b* 

Für die Durchmesser, auf denen die Centren der 
Kreise liegen, ist 

x>l» yX' 

und dies ergiebt für die Endpunkte des Durchmessers 

7%^^ y 1 ' 
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X8=xi; 73== — y«; x^k= — X3; y^= — 73, 
Diese 4 Funkte heissen die Kreispunkte des Ellip- 
soids, der Abstand do ergiebt sich aus 9) § 31 als 



Ist P I X . . . ein Punkt der Fläche , setzt man 



X 



= cos a . . ., so sind cos a ; cos /? ; cos y ; oder kürzer : 

a ß y die Richtungskosinus eines Strahls r, P M ist ein 
Halbmesser der Fläche. Schlägt man um M eine Kugel 
mit der Längeneinheit, so schneidet Strahl r die Kugel 
im P entsprechenden Punkte ;r; die Fläche ist somit 
auf die Kugel eindeutig abgebildet, und dem Halbmesser 
PM entspricht der Radius ^M. Ist a' die Länge von 
P M, sind bj,, . . . seine Richtungsfaktoren, so ist 
X = a' b^, = a cos a . . . Die P M konjugierte Ebene ist 
die Diametralebene 

^ a« ^ b^ ^ c« "• 
Ist P' ein Punkt dieser Ebene auf der Fläche, hat 
MP' die Richtungsfaktoren b'^, . . ., so ist MP' ein 
MP konjugierter Durchmesser bezw. Halbmesser, ist r' 
der ihm entsprechende, a' ß' y' seine Richtungskosinus 
so geht d) über in aa' + ^/?' + 7/ = 0, d.h.: 

Die zwei konjugiertenHalb-(Durch-)me8sern 
entsprechenden Kugelradien (Durchmesser) 
stehen aufeinander senkrecht. 

Es ist leicht zu P das 7t zu konstruieren. 

Die 3 konjugierten Durchmessern entsprechenden 
Kugel-Durchmesser stehen zu je zweien aufeinander 
Simon, Analytische Geometrie des Banmes. 11 
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senkrecht und bilden daher ein System orthogonaler 
dreiaxiger Koordinaten; wir können die Folge so fest- 
setzen, dass es aus dem der Kauptaxen durch Drehung 
abgeleitet werden kann, es gelten also die Formeln 
aus § 13, d. h. es ist 

a« + a'' + a"' = l . . . «/?' + «'/?' + «'/ = . . . 

Aus dieser Quelle fliesst eine Fülle von Sätzen 
über konjugierte Durchmesser, z. B. : 

Die Summe der Quadrate dreier konju- 
gierter Durchmesser ist konstant, also: 
4(a' + b- + c-). 

Es ist 

x«+x'" + x"' = a«; y«+y'* + y"" = b»; ^ 

z' + z'* + z"" = c«. 
a'* = x«-f y« + z«;; V'= x'"+ y'" + z'"; 

c'' = x"*+y''"-f z''*. 

Die Summe der Quadrate der Seiten- 
flächen eines dem Ellipsoide in den Endpunk- 
ten dreier konjugierter Durchmesser um- 
schriebene Parallelepipedons ist konstant 
(also gleich 4«a*b«+4'b*c» + 4»c«b«). 

(Die Projektionen von OPP' und Onn^ auf eine 
der Koordinatenebenen, z. B. die xy-Ebene, verhalten 
sich wie ab: 1.1, da x: f = a:l, y:r? = b:l, und 
Schluss von § 3.) 

Das dem Ellipsoid in den Endpunkten 
dreier konjugierter Durchmesser umge- 
schriebene Parallelepiped ist konstant (und 
also = 8 a b c), 

DieseSätze sind die Erweiterung der Sätze T. 1. S. 14. 
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Die Summe der Quadrate der Projek- 
tionen dreier konjugierter Durchmesser 
auf eine beliebige Gerade (oder Ebene) ist 
konstant. (Hat die Grade die Siohtungskosinus u v w, 
so ist diese Summe 
(ux + vy + wz)" + (iix' + vy' + wz')* 

+ (u X" + V y" + w z")' = u' a» + v* b» + w« c', 
da xy = abai^). 

Diese Sätze erleiden für die Hyperboloide nur die 
durch den Zeichenwechsel der X nötige Aenderung. 

§ 37. Das Einschalige Hyperboloid. 

Seine Gleichung war: 

a» b* ^ c» ^' 
schreibt man sie in der Form: 

oder 

^)T + i-4-T)-(T-i-)-' + T. 

in welcher q und a beliebige Konstanten — Para- 
meter — sind, so liegen sowohl alle Geraden, 
in welchen sich die zugeordneten Ebenen 
der Doppel-Schar a) schneiden, als auch alle 
Geraden, in welchen sich die zugeordneten 



und setzt 
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Ebenen der Doppel-Schar b) schneiden auf 
der Fläche, oder: 

Das Einschalige Hyperboloid ist ein gerad- 
liniger Quadrik (§ 22, S. 95), Figur 15. 

Die Ebenen beider Doppelscharen sind unter sich 
projektiv bezogen (S. 98) und zwar gehören die Ebenen 
gleichen ^'s bezw. a% zu einander. 




Fig. 15. 

Es kreuzen sich also (S. 98) die Schnittgeraden der 
Doppelschar a) und ebenso die der Doppelschar b), da- 
gegen schneidet jede Gerade der Doppelschar a) jede 
Gerade der Doppelschar b) und v. v., d. h. (Fig. 15): 

Durch jeden Punkt P des Einschaligen 
Hyperboloids gehen 2 reelle Geraden, je eine 
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der durch a) gegebenen Schar und eine der 
durch b gegebene Schar. 

Die Ebene beider Geraden ist dann die 
Tangentialebene der Fläche, da jede Gerade ihre 
eigne Tangente ist. 

Dies zeigt auch die Gleichung der Tangential- 
ebene T. 

liT" "F" "" ^ "" c» 
in der sowohl die Gerade der Schar a) 

(TH-i)(|-^)=(-v)(' + T) 
(T-i)(^+^) = (' + T)(-T) 

als die Gerade der Schar b) 

((tH)(^-^) = ('+^)(-t) 

liegt, und es ist 

Die Konstruktion der beiden Geraden und damit 
der Tangentialebene der Fläche in P ergiebt sich durch 
folgende Betrachtung : Die Ebene r schneidet die Ebene 
y = 0, d. i. die Symmetrie- oder Hauptebene x z in der 
Geraden y: 
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xx' zz' 

d. i. (T. 1) in der Polaren des Pols (x'z^ ab 
^ (d. h. der x z-Projektion des Punktes P) in Bezug 
auf die Ellipse ^* i 2* __ ^ 

17 + "^""^' 
d.h. des Schnitts der Fläche durch die Ebene 
y = oder xz-Ebene (Pigr. 16), der Kehlellipse. 




Fig. 16. 

Man hat also nur nötig, die Polare des Punktes n 
in Bezug auf die Kehlellipse zu konstruieren, und durch 
sie und P die Ebene zu legen. Da vermöge der Gleich- 



+ T:f>i. 



ung der Fläche x' 

"?"^ b* 

so ist n ausserhalb der KehleUipse, die Polare ist zu- 
gleich Chordale oder Berührungssehne; also man ziehe 
von 7t an die Kehlellipse die Tangenten tt y und n d 
und verbinde die Berührungspunkte y und S mit dem 
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Punkte P, so sind Py und P<5 die beiden Haupttan- 
genten in P. Die Schnitte parallel der x z-Ebene sind 
Ellipsen, hat die schneidende Ebene den Abstand y = + ^ 
von y = 0, so ist die Gleichung des Schnitts 



a" ^ c* ^^ b-^ 



wird l/l + T-r = « gesetzt, so ist die Gleichung des 
Schnitts X* . z" 




Fig. 17. 
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Yon der ganzen Schar ähnlicher Ellipsen hat also die 
Kehlellipse die kleinsten Axen und nach beiden Seiten 
nehmen die Axen fortwährend zu (s. Fig. 17). Die 
Endpunkte der Axen der Kehlellipse heissen ScheiteL 
Die Schnitte parallel der yx-Ebene sind ähnliche Hy- 
perbeln mit den Gleichungen 

z" y" «J" 
l = 1 wo c" = 1 

SS 1- S S •'•5 WV c — — X 1« • 

c' «■ he ' d* 

Die Schnitte parallel der xy-Ebene sind Hyperbeln 
mit den Gleichungen 

-g = 1, wo a« = 1 — -^. 



a c D s c' 

Die Hauptschnitte selbst sind: 

z' y' ^ X» y" 

— i TT = 1 lind — i TT = 1. 

c" b" a* b" 

Zu bemerken ist, dass die Schar der yz parallelen 
Ebenen Hyperbeln ausschneidet, deren Hauptscheitel 
auf der Kehlellipse liegen und welche dem yz -Haupt- 
schnitte ähnlich sind, bis 6 bezw. x = + äj dann wird 
die Ebene zur Tangentialen in den Hauptscheiteln der 
Kehlellipse, die Hyperbel geht in die Asymptoten über, 
und von da ab wird sie der dem Hauptschnitt adjun- 
gierten Hyperbel (T. 1) ähnlich, und ihre Hauptscheitel 
liegen auf dem Hauptschnitt xy. Entsprechend liegt 
die Sache bei den xy- Schnitten. Der Asymptotenkegel 

f x" y* z" 

der Fläche (Fig. 18) ist K(s) { -^ — ^ + -r = 0, er 

I a D c 

ist ein Elliptischer Kegel, sein Schnitt durch eine Ebene 
y = + ^ ist eine Ellipse, welche dem Schnitt der Fläche 
homothetisch, aber kleinere Axen hat, d. h. der Asymp- 
totenkegel liegt ganz innerhalb der Fläche. Für die 
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Punkte ausserhalb ist K(s) > 1, denn, wenn Q ein 
Punkt ausserhalb, so schneidet MQ die Fläche in P 
zwischen und Q, es ist daher 

Xq = ^Xp; yq==/*yp; Zq = ^Zp, 

wo ^ > 1 und K (Q) = ^" R (P) = ^". Für die Punkte 
innerhalb ist K (s) < 1, für die Punkte auf der Fläche 
gleich 1 und diese Beziehungen sind umkehrbar. 




Fig. 18. 

Da die Schnitte einer Ebene mit F denen mit K 
ähnlich und ähnlich liegend sind, so sind die Schnitte 
Hyperbeln, wenn sie zwei Kanten des Kegels parallel, 
Parabeln, wenn sie Einer Kante parallel, d. h. also einer 
Tangentialen von K parallel sind; unter den hyper- 
bolischen Schnitten giebt es gleichseitige laut (§ 31). 
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Die Schnitte sind Ellipsen, wenn sie keiner Kante des 
Kegels parallel; wenn die Schnitte Tangentialen des 
Asymptotenkegels sind, so artet die Parabel in zwei 
parallele Geraden aus, welche die Kehlellipse in den 
Endpunkten eines Durchmessers berühren, 

Sie werden zu Kreisschnitten, wenn ihre Kichtungs- 
faktoren, die durch die Formeln § 31 gegebenen Werte 
haben, damit die Formeln passen, muss ^'* < ^", d. h. 
0* > a* angenommen werden. 

Wir haben dann fiir den E»adius die Formel: 



-•K^-^:). 



woraus ersichtlich, dass der kleinste Kreis sein Centrum 
in M, der Mitte der Fläche, hat und den Eadius c. 
Da Ein >i < 0, so existieren Kreispunkte auf der 
Fläche nicht. 

§ 38. Das zweischalige HyperboloM. 

Das zweischalige Hyperboloid habe die Gleichung 

b' a- c" " ^• 

X* z" 

Der Hauptschnitt y = giebt 5- r = 1? d.h. 

a c 

eine imaginäre Ellipse, die Parallelschnitte bleiben ima- 
ginär bis der Abstand von y = den Wert + b er- 
langt; in diesen beiden Fällen wird der Schnitt 

d. h. er reduziert sich auf die Punkte 

X = 0, z = 0, y = + ^• 
Diese beiden ausgezeichneten Punkte heis- 
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sen die Scheitel der Fläche. Die Fläche be- 
steht also aus zwei von einander durch einen Streifen 
parallel y = und mit der Breite 2 b von einander 
getrennten Stücken oder Schalen (F 19). Die Schnitt- 
ellipsen werden, wenn |y| von b an beständig wächst, 
beständig grösser, und bleiben stets ähnlich. 






M 


^ ' 


'■^-^ 




A 


Ü 






Ä 


^^ 






;.:;■ 








-■ 










^J^. 












L J- 



Fig. 19. 
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Der Hauptschnitt z = ist die Hyperbel 

b- a« ~ ^ 
und die Parallelschnitte sind ähnliche Hyperbeln mit 
beständig wachsenden Axen, der Hauptschnitt x = 
ist die Hyperbel y* z* 




Fig. 20. 

Die Hauptscheitel der Hyperbeln der ersten Schar liegen 
auf dem Hauptschnitt der zweiten Schar und v. v. die 
Nebenscheitel beider Scharen auf dem imaginären 
Hauptschnitt y = 0. 

Der Asymptotenkegel hat die Gleichung 



= 0; 



y X" z' 

b^""^~^ 

er ist hyperbolisch und liegt ganz ausserhalb der 
Fläche, denn ein Schnitt parallel der xz-Ebene im 
^bstande ö ist 



Das zweischalige Hyperboloid. 173 



a« + c« - P"' 
während der entsprechende der Fläche 

a« + c« " b^ "" -^ 
ist, also eine ähnliche und ähnlich liegende Ellipse mit 
kleineren Axen (Fig. 20). 

Da E> des § 31 jedes Zeichen annehmen kann, so 
existieren Schnitte aller Arten, wie beim Einschaligen 
Hyperboloid und die Bedingungen sind dieselben. Da- 
mit unsere Formel 4) (§ 31) die reellen Kreisschnitte 
liefern, muss c" > a" sein, alsdann ist 

c" c"— a« 

cos 'o = =-^-i — - . ^ — 

b*+a' c^ 

und da zwei -^ < 0, so existieren Kreispunkte für 

die Ebenen im Abstände 

r _a^b« 

~ Ä'X'~~ c« ' 

wird ,„ a*b" 



d'> 



0« ' 



so werden die Kreise imaginär. 

Die Koordinaten der 4 Kreispunkte sind, 
da diese die Endpunkte, der Durchmesser 



X.I» jX' ^ , ab c« b ,/ c' 



+ (c»)' 



y=' 



ih. x = ±a]/|;^;y = ±b|/p±J*; z = 0. 

Die Kreisschnitte sind also der absolut grösseren der 
beiden negativen Axen parallel. 

Die Gleichung der Tangential- (bezw. Polar-) Ebene 
des Punktes x' y' z' ist 
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a" "^ b» 0« ~^' 

aus dem Vergleich mit der Gleichung der Ebene in 
Hessischer Form (§ 6) folgt, für das von M auf die 
Tangentialebene gefüllte Loth, die für alle drei 
centralen Quadriks gültige Formel 
1 x'" y'** z'" 

Was die Konstruktion der Tangentialebene in P 1 x' y' z' 

betrifft, so kann man P auf die yz oder yx-Ebene 
projicieren und die Polare des Projectionspunktes in 
Bezug auf den betreffenden Hauptschnitt konstruieren 
und durch sie und P die Ebene legen. Man kann aber 
auch die xz-Ebene benutzen. Die Spur der Tangen- 
tialen auf der xz-Ebene ist die Polare des Punktes 
— x'; — z'; (d. h. des in Bezug auf die Projektion 

X* z" 

von P diametralen) für die Ellipse — g- -| — |- = 1. Man 

a c 

hat also nur nötig, durch P und diese Polare die Ebene 

zu legen. 

YIII. Abschnitt. 

Die Parabolo!de. 



§ 39. Die Gleichungen der Flächen, Pol und Polare. 

Wenn (6 Absch. § 31) Az(=0, dagegen «88 = 0, 
so rückte der Mittelpunkt der Fläche ins Unendliche, 
die Form G(s) der Fläche ist dann die Summe der 

Cyünderform Cy | a^^^ x« + . . . + agj ; — (aj, = 0) — , 
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und der linearen (Ebenen) Form 

E(8){2a,3X + 2a,3y + 2a,3Z, 

Der Cylinder kann elliptisch oder hyperbolisch 
sein; wäre er parabolisch, so wäre A = gegen die 
Voraussetzung und G (s) = ein parabolischer Cylinder, 

Transformieren wir den Cylinder auf seine Haupt- 
axen nach § 29 und so, dass wir wieder die Cylinder- 
axe, die Axe nach dem unendlich fernen Doppelpunkt, 
zur neuen z-Axe wählen, so wird 

G(8)-^»a' + .l'y' + E'(8); 
verschiebt man den Anfangspunkt nach dem Punkt 

"\-^' ^" ~a'.,' 

SO erhält man für G (s) die Gleichung 

1) G(s) = rx> + ^'y^ + 2pz = 
die Normalform der Parabolo'ide. 

In dieser Gleichung sind zwei der Gestalt nach 
wesentlich verschiedene Flächen enthalten, je nachdem 
Ä^ und ^' gleiches oder entgegengesetztes Zeichen haben. 
Als Zeichen kann man im ersten Fall das +- Zeichen 
wäMen, im zweiten Fall annehmen, dass Ji' negativ, 
p kann negativ gesetzt werden, wenn es sich als > 
ergiebt, braucht man nur die Richtungen auf der z-Axe 
zu vertauschen. Im ersten Fall kann man für G (s) 
schreiben : 

Diese Fläche heisst: Elliptisches Paraboloid; 
im zweiten Falle 

2*) 7^-S + 2pz = 
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heisst die Fläche: Hyperbolisches Parabolo'id. 

Beide zusammen : Paraboloide. 

Um das Verhalten der Flächen im Unendlichen zu 
betrachten, schreiben wir G (s) in homogener Form ; 

rso' + ^'s/ + 2ps,S3 = 0. 
Der Schnitt von G (s) mit der unendlich fernen Ebene 
Sj = ist das Gebilde JL^ s^^ -\- JL' Si^ = ] dies stellt zwei 
Gerade dar, deren Horizontalprojektion 

ist und deren Schnittpunkt x = 0, y = 0, z unendlich 
ein Doppelpunkt der Schnittkurve. Die Tangential- 
ebene in diesem Punkte enthält die beiden Geraden, 
die Fläche wird also von der unendlich fernen Ebene 
in diesem Punkte berührt. 

Man sieht auch direkt ein, dass für hinlänglich 
grosse Werte der Koordinaten, welche in bestimmter 
Richtung liegen, d. h. so, dass die Verhältnisse x : y : z 
bestimmt sind, z gegen x^ und y" verschwindet und 
G(s) im Unendlichen mit seinem (Asymptoten-) 
Cylinder >i*x" + >i'y2 = zusammenfällt. Bei der 
Wahl dieses Cylinders herrscht insofern eine gewisse 
Willkür, als das konstante Glied ganz willkürlich ist; 
der Cylinder ;i®x* + >i'y*' = c fällt selbst im Unend- 
lichen mit dem Cylinder -^*x^ + >i'y" = zusammen; 
es ist sogar in mancher Hinsicht zweckmässig, als Kon- 
stante von G (s) nicht zu wählen. 

Der Asymptoten-Cy linder zerfällt aber in die beiden 
der z-Axe parallelen Ebenen (J^i^x + i /^ y), welche 
sich in der z-Axe schneiden, und schneidet daher die 
unendlich ferne Ebene in zwei Geraden, deren Schnitt- 
"^unkt auf der z-Axe liegt. 
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Zur Bestimmung der Tangentialen im Punkte 
P I x' y' z' gehen wir von der homogenen Form aus, es 
ist G'(8,) = >l«s,; G'(8,) = >l's,; G'(8,) = ps3; 

Gr'(83) = pg., 
somit die Gleichung der Tangentialen t (4 Absch. § 20) 
im Punkte P. 

3) r = rxx' + >lyy' + p(z + z') = 0. 

Wenn P nicht auf die Fläche beschränkt wird, ist 
3) zugleich die Gleichung der Polarebene des Pol P. 

Als Bedingung, dass eine Ebene a, b, c, d Tan- 
gentiale sei, erhalten wir: 

Der Pol dieser Ebene wird bestimmt durch 

a y u y d y 

x'=;^; y' = ^; z'=-^, woy=p, 

d 
so dass also z' = — . Man sieht : 
c 

Ist c = 0, d.h. ist die Ebene der z-Axe 
parallel, so rückt der Pol ins Unendliche. 

t wird erfüllt, wenn x' = 0, y' = 0, z' = oo durch 
z = — 00 , d. h. also durch die unendlich ferne Ebene, 
die wir uns als parallel zur x y-Ebene vorstellen. Die 
z-Axe, in deren Richtung der Doppelpunkt des Asymp- 
totencylinders liegt, heisst im engeren Sinne: Axe der 
Parabolo'ide. 

Da, wenn x'y'z' der Pol, die Kichtungsfaktoren 
der Tangentialen proportional jl'x', ^i'y'; p sind, so ist 
die Gleichung der Normale bezw. der Axe für x'y'z' 

K\ ^"~^' — y~y' _ z — z' 

^^ >l«x' "" ;i'y' "" p * . 
Simon, Analytische Geometrie des Baumes. 12 
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§ 40. Ebene Schnitte. 

• Sei E(8)(b,,x + b,,y + b„z + d + 
eine Schnittebene, wir betrachten wieder den Cylinder 
durch die Schnittkurve, dessen Axe auf E senkrecht 
steht, so ist wieder (vgl, Abs. 6 § 31) 

C = G(8) + E(8)H(8)=:0, 

für die Koeffizienten der Eorm C haben wir 
a,, = ^» + 2ub„:a^j=bjjU + b^,v...etc.a„ = 2wb„, 
d. h. also genau dieselben .^erte wie oben nur il" = 0, 
wir erhalten also auch dieselben Konsequenzen, nur 
muss ^'' = gesetzt werden. Dies giebt die Sätze: 

Die Ebenen, welche aus einein Parabolöid 
gleichseitigeHyperbeln ausschneiden, sind den 
Tangentialebenen des Kegels 

r ^ ji' ^ jf+X' " 

parallel. 

Die. Ebenen, welche aus einem Parabolöid 
Parabeln ausschneiden, sind der Axe desPara- 
boloids parallel. 

Unter diesen Ebenen sind zwei, welche zugleich 
als Kreisschnitte gelten können^ die Ebenen 

K = 0,; b,.« = - jy^.; b.,' = ^^. 

für diese Ebenen, welche nur beim hyperbolischen Para- 
boioide reell sind, reduzieren sich die Schnitte auf eine 
Gerade, denn diese kann sowohl als Parabel mit dem 
Parameter 0, wie als Kreis mit dem Radius oo an- 
gesehen werden. Es bleiben dann noch die Kreis- 
schnittdoppelscharen 
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6) K = 0, h\, = — ; b„ = 0; b„^ = j,. 

Man sieht, wenn Ä' negativ ist, d. h. für das 
hyperbolische Paraboloid sind alle Kreisschnittscharen 
imaginär, für das Elliptische die beiden Scharen reell, 
bei denen das grössere ^ im Nenner von b^, steht; 
man kann unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
dass ^•<>l'. 

Die Formeln für dy r etc. erleiden Aenderungen, 
da O (s) hier noch z enthält, doch sind dieselben für die 
Kechnung gering. Es wird, wenn man das Kreuz der 
y z-Axen um die x-Axe dreht, so dass die rj-Axe in die 
Cylinderaxe fallt, also setzt: 

y = 17 bjg — f b„ oder kürzer : j = fjß — ^-^ 

z = i7b„ + f bj, z = iyY+ f^ 

rx« + ^^r + ^(^ + 2d(v/?+wT) + 2pT) 

+ ?(2d(w/?^vr) + 2p/? 
oder: 

rx' + X'r + vi^ + d(X* — Ä') + 2pT) 

hieraus bestimmt sich 

7) s = — d{r — Ä') — 2pr 



. = -d,fc [ j, J 



und hieraus für die Koordinaten des Centrums in den 
Koordinaten x, y, z, 

r^ Vß d ß^V 

X = 0, yc = ry-; Zc = — — — —jj 

= -"-P<-^'-^')und 

r 

-di-fc* 
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Die Koordinaten des Centrums kann man wieder 
direkt ableiten aus Kombination der Gleichung der 
Schnittebene ßj -{-yZ'}-d = und denen des Dorch- 
messers, auf dem die Pole der SchnitteboDen und damit 
die Centren liegen, "unter Durchmesser verstehen wir 
beim Paraboloid jede nach dem unendlich fernen Punkte 
der z-Axe, d. h. der Axe des Paraboloids im engsten 
Sinne gerichtete Gerade. Das elliptische Paraboloid, 
für das allein die Kreisschnitte geometrischen Sinn 
haben, hat nur in dieser einen Sichtung einen reellen 
unendlich fernen (uneigentlichen) Punkt und kann da- 
her gerade wie die Parabel als im unendlichen ge- 
schlossen betrachtet werden. 

Die Gleichungen des Pols bestimmen sich durch 
das System: 

X*'x' = no; JUf = n/?; pz' = nd; p = ny als 

Also die Pole aller parallelen Ebenen liegen 
auf einem Durchmesser. 

Für die reelle Kreisschnittschar ist a = 0, diese 

ß P 
liegen also auf dem Durchmesser y = -p in der 

y z-Ebene. 

r' wird Null, wenn das Centrum auf der Fläche, 
d. h. wenn der Pol auf die Fläche, die Ebene zur Tan- 
gentialebene wird, d. h. also 

. -A.JL r - ^'P' =v (^'- ^') 

Die beiden Punkte, welche denselben Abstand von 
der yz-Ebene haben und entgegengesetztes y und in 
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der Ebene x = liegen, heissen: Kreispunkte des 
Paraboloids. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn man aus r = 

Sq^ = -^ do bestimmt. 

Zur Kontrolle legen wir wieder durch den Kreis- 
schnitt eine Kugel; es ergiebt sich sofort, dass wenn 
man die Form G(s) der Fläche und die Form der 
Schnittebene so kombinieren will, dass man die Form 
einer Kugel erhält, einer der Bichtungsf aktoren werden 
muss, weil in Bezug auf jedes orthogonale System die 
Kugel keine Produkte yon Koordinaten enthält; wir 
setzen a = 0, dann ist 
YZ = - (ßy + d); r'z« - (ßj+dy = E^*\s) =0, 

G(s) + E^^\s) = rx' + y» (^' — ß*) + y'z» + 2pz 

— 2/?yd — d« = 0, 
also: A' — ß* = r; y" = ^^ 

hieraus: ^22' ^ 775 l^i«* = — Tr — > ^i© oben. 

Die Koordinaten des Kugelcentrums sind: 

ßd . P . 2 dU^ + ^^ ^ 

V = jöl f = — ;^ und ^" = — , x = 0. 

Das vom Kugelcentrum gefällte Lot hat die 

y — V z — f 

Gleichung = und schneidet die Ebene 

ß y 

/?T + T25 + d = im Mittelpunkt des Schnittkreises, 
wodurch wir für dessen Koordinaten die schon be- 
kannten Werte erhalten. 

§ 41. Die Beye'schen Axen der Paraboloide. 

Da die Gleichungen der Axen und der Normalen 
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dieselbe Form haben, so ist eine Ebene mit den Bich- 
tungsfaktoren a ß y und der Abstandskoordinate d Kor- 
malebene des Pols x' y' z', wenn ihre Gleichung lautet : 

^•xx' + X'jf + p (z + z') = 0; 
die Gleichungen der Axe sind die der Normale, also 
bei gegebenem Pol x'y'z' 

X — x' y — y' z — z' 

Wenn der Pol P nicht auf der Fläche liegt, so hat 

;i«x''-f ^'y''+2pz' 
einen von verschiedenen Wert K; d. h. P erfüllt die 
Gleichung 

^•x« + >l'y« + 2p(z--^) = 0, 
und wenn man 

"-27 = ^ 
setzt, d. h. den Ursprung ohne £,ichtungsänderung der 
Axen auf der Asymptoten-Cylinder-Axe verschiebt um 

xr 

^ — , SO erhält man ein dem ursprünglichen kongruentes 
Jp 

xr 

Paraboloid, dessen Scheitel auf der z-Axe um ^ — ver- 

2p 

schoben ist. Die ganze Schar dieser Flächen kann man 
als vom unendlich fernen Punkt der z-Axe durch Pa- 
rallelstrahlen projiciert ansehen, und dieser Punkt ver- 
tritt völlig das Centrum des centralen Quadriks; die 
Schar heisse wieder homothetisch; also: 

Der Axenkomplex eines Paraboloids ist 
identisch mit dem der Normalen der homo- 
thetischen Schar. 
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Es ist in mancher Hinsicht yorteilhatt, von einer 
beliebigen Fläche der Schar auszugehen und zu setzen : 

wodurch die Gleichung der Folarebene übergeht in: 

r XX' + X'jf + p(z + z') = K, 
die Gleichungen einer (Eeye'schen) Axe aber ganz un- 
verändert bleiben, d. h. : 

Eine Gerade^ welche für Eine Fläche der 
Schar- Axe ist, ist es auch für alle übrigen und 
mit demselben Pole. 

Sei die Axe durch ihre Plücker'schen Koordinaten 
gegeben. Es ist dann: 
a = ^<»x'; ß = >t'y'; y = p; a = y'(p - z'^l'); 

b = X' {ifX' — p); e = x'y'(^' — ^•), 
hieraus wieder 

aa + /?b + cy = 
wie stets, und indem man z' doppelt ausdrückt und 
mit y, welches -^ ist, dividiert, ergiebt sich 

als Gleichung des Axenkomplex. 

Die Flächen, für welche X~ — X~ konstant, 
sollen wieder konfokel heissen, also: 

Konfokale Paraboloide haben denselben 
Axenkomplex. 

Zur Bestimmung des Pols haben wir: 

X ;jo, y ^0^ z- a ^ X^ Ä' ß' 

welche Gleichungen von K unabhängig sind. 

Für den Fusspunkt der Axe haben wir die Gleich- 
ungen der Axe mit der ihrer Polar- (Normal-) Ebene zu 
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kombinieren, welche in den Konstanten der Axe lautet : 

b p« 
ox + ^y + YZ = K: — p — -^ = d. 

Die konfokalen Flächen, für welche d konstant, 
also K — p' ^^ ~" konstant, haben dieselben Axen and 
dieselben Normalebenen, also auch dieselben Fusspunkte. 

Die allgemeine Form koaxialer Paraboloide ist 
(wenn >l" ^ = A*, ^" ^ = B«): 

worin p als negativ angesehen werden kann, A > B 
und > 0, B' positiv, da sich f* so gross wählen lässt, 
dass B" + A* > 0. 

Durch jeden Punkt gehen wieder 3 Flächen der 
Schar, zwei davon sind elliptisch, einjs hyperbolisch^ 
denn f (^) ist -f oo für ^ = — oo ; — oo für ^= — A* — e, 
[wo e eine beliebig wenig von verschiedene Zahl be- 
deutet] ; + 00 für ^= — A* + e, — oo für Bfi = — B' — « ; 
+ 00 für f*= — B' + « und — oo für ^ = + x . Also 
liegen die 3 Lösungen für fi zwischen — oo und — A' ; 
— elliptisches Paraboloid — ; — A* und — B* — hy- 
perbolisches — und — B' und + oo — elliptisches 
Paraboloid — . 

Die 3 konfokalen Paraboloide, welche durch den- 
selben Punkt gehen, schneiden sich wieder rechtwinklig, 
doch sind die Parabolischen Koordinaten von geringer 
praktischer Bedeutung. 

Die Grenzwerte f* = — A' und ^ = — B* haben 
wieder eine ganz ähnliche Bedeutung wie für die cen- 
tralen Flächen, für sie arten die Flächen in die Kurven 
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B« 



aus, welche zwei kongruente Parabeln darstellen in den 
Symmetrieebenen x = und y = 0, deren Axen der 
z-Axe parallel, aber untereinander entgegengesetzt sind, 
sie haben die analogen Eigenschaften und heissen: die 
Fokalparabeln der konfokalen Schar. 

§ 42. Die Gestalt der beiden Paraboloide. 

Das Elliptische Paraboloid (s. Fig. 21) hat die 
Gleichung : 




Fig. 21. 



/ 



X86 ^i^ Paraboloide. 

12) |V + -^ + 2pz-0, 

woA>B; B>0; p<0 angenommen wird, es steht 
auch nichts im Weg, p = — 1 zu setzen, wodurch nar 
der Längenmassstab geändert wird. Die Fläche hat 
zwei Symmetrieebenen, die Hauptebenen x = 
und y = 0; die xy-Ebene ist Tangentiale im Scheitel 
S { 0, 0, 0. Die Schnitte parallel z = sind ähnliche 
Ellipsen mit stets wachsenden Axen (s. Fig. 21), deren 
Centren auf der z- (oder Flächen-) Axe liegen. Der 
Hauptschnitt y = ist die Parabel x' = — 2 p A* z, 
deren Scheitel S, deren Axe die z-Axe, deren Para- 
meter — 2pA' ist; der Hauptschnitt x = ist die 
Parabel y* = 2 p B' z , deren Axe ebenfalls + z, 
deren Scheitel S, deren Parameter p B' ist. Die Schnitte 
parallel y = sind dem zugehörigen Haupt- 
schnitt kongruente Parabeln, deren Scheitel 
sich auf dem Hauptschnitt x = bewegt, das 
Entsprechende gilt für die Schnitte parallel x = 0. 

Das elliptische Paraboloid wird also erzeugt durch 
eine Parabel, deren Scheitel sich auf einer festen Pa- 
rabel bewegt und zwar so, dass die Axen parallel und 
gleichgerichtet sind, die Ebenen der festen und beweg- 
lichen Parabel aufeinander senkrecht stehen, und die 
Ebene der beweglichen Parabel ihre Stellung nicht 
ändert. (Fig. 22.) 

Ist A' = B', so ist die Fläche ein Rotations- 
paraboloid, das entsteht durch Umdrehung einer 
Parabel um ihre Axe. 

Die Kreisschnitte sind der x-Axe parallel, stehen 
also auf der yz-Ebene senkrecht, liegen symmetrisch 
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zu den beiden andern Axen, achliessen mit der xy-Axe 

•ß 
die Winkel ein, bestimmt durch cos ß = \i = +-t- 

•ß 
und cos (180 — ß) = -\- -t". Öie zugehörigen Kreis- 
punkte haben die Koordinaten x = 0, y = + b j/A* — B*, 
z = -£- (A« — B«) und X = 0, y = — B j/A" - B% 



z ^ — (A* — B^). Hyperbolische Schnitte existieren 




Flg. 22. 

nicht; wie schon daraus hervorgeht, dass die Fläche im 
Unendlichen geschlossen betrachtet werden darf, d. h. 
sich nur in der Richtung ihrer (z-)Axe ins Unendliche 
erstreckt. 

Das hyperbolische Paraboloid X hat die 
Gleichung 



8 8 



JSieraus erkennt man (wie beim einschaligen Hyper- 
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boloid), dass auf der Fläche 2 Scharen von Geraden 
liegen, setzt man 

a) T+f = -2P^5f(f-T) = ^' 

b) f+i = .z;.(f-^) = -2p. 




>..7"*-/ 



Fig. 28. 

Soliegen sowohl die Geraden, in weichen 
sich die Ebenen der ersten Doppelschar a) 
schneiden, alsdieSchnittgeradenderDoppel- 
schar b) auf der Fläche. 

Der hyperbolische Paraboloid gehört also zu den 
geradlinigen F*, s. Fig. 23; die Ebenen jeder Schar 
sind unter sich durch die gleichen Parameter projektiv 
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bezogen, es kreuzen sich also die Geraden jeder Schar 
unter sich, während jede Gerade der einen Schar jede 
der andern schneidet; durch jeden Punkt der 
Fläche gehen also 2 Gerade. Hervorzuheben ist, 
dass von jeder Doppelschar der Ebenen die eine Schar 
der Flächenaxe (z-Axe) parallel ist, also vertikal zur 
xy-Ebene ist; die Projektionen der Geraden der Schar a) 
auf dieser Ebene sind also alle parallel der Geraden 




Fig. 24 
X V 
1 — iT = 0, die der andern b) alle parallel der Ge- 



raden 



— = 0. Diese beiden Geraden g^ und h^ 



bilden aber zusammen den Hauptschnitt z == und 

schneiden sich im Scheitel (s. Fig. 24). Die Ebenen der 

X v 

Schar |--r- = — Spp und die der Schar g 

ab ^ ^ 



yl' — yl. 



j = — 2p sind, da für sie b^, =0, b^j* 
zugleich die Ebenen, welche aus der 
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Fläche Eine Gerade (im Endlichen) ausschneiden. Man 
findet dieselbe leicht, wenn man einen beliebigen Punkt P 
auf die Ebene z = projiciert (Fig. 24) in P' und durch 
P' zu go bezw. ho die Parallelen g' und h' zieht und 
durch P und g' bezw. P' und h' die Ebenen legt, welche 
die Fläche in den durch P gehenden Geraden g und h 
schneidet. Die Ebene durch g und h ist wieder die 
Tangentialebene an die Fläche in P. Man kann auch 
hier wie § . . . den Nachweis direkt führen. 

Die Gleichung der Tangentialebene in P 1 x' y' z' ist : 
sie ist sowohl erfüllt, wenn gleichzeitig 






E 



z' 


a ^ b 
-2p 


X' y' 
a b 



I 

i 



d. h. also für eine Gerade g der Schar a); als wenn 

((^+i)(4-f)=-p.. 

|_ a ~ b ~ ^ J 

d. h. für eine Gerade h der Schar b). Es ist 
p: ff = z': — 2p. 
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Da die Gerade g ganz in der zur xy-Ebene Ter- 

tikalen 1- -4- = — 2p^ liegt und die Ebene z = 

x y 

im Punkte r- = 0, d. h. auf h* schneidet, so 

ab' 

ergiebt sich die einfache Konstruktion (s. Fig. 24). Man 

fälle von P auf die Ebene z = das Lot P P', ziehe 

durch P' die Parallele g' zu g«; schneidet h« in A, so 

ist AP die Gerade g; entsprechend wird h konstruiert, 

und die Ebene durch g und h ist die Tangentiale in P. 

Der Hauptschnitt z = ist keine Symmetrieebene 

(da er nicht durch das unendlich ferne Centrum — den 

X V 

Schnitt der Geraden z = ao : [- -p- = und z = od : 

'ab ' 

X y 
vT "= ^ — geht), er stellt die in g^^ und h^ zer- 

X* y" 

fallende Hyperbel — ^ -y-^ = dar. 

Die Hauptschnitte x = und y = sind Parabeln : 
y* = 2pb*z; x' = — 2pa'z. Unter der Voraussetzung 
p < 0, hat die erstere zur (Parabel-) Axe — z, die 
andre -|- z; beide berühren sich im Scheitel. Die 
Schnitte parallel x = sind kongruente Parabeln, deren 
Scheitel auf der Symmetrieparabel y = liegen, die 
Schnitte parallel y = umgekehrt. 

Es gilt also derselbe Satz, wie für das 
Elliptische Paraboloid, nur dass die Axe der 
beweglichen Parabel und die der festen ein- 
ander entgegengesetzt sind (Fig. 25). 

Die Schnitte parallel der Ebene z = sind Hy- 
perbeln, deren Asymptoten go und hg parallel sind; die 
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auf der gleichen Seite der Ebene z = liegenden sind 
untereinander ähnlich ; bei unserer Annahme liegen die 
Schnitte, für welche z > im spitzen Winkelraum der 
Asymptoten, die für welche z > im stumpfen (kon- 
jugierte Hyperbeln, T. 1). Die Gleichung der Fläche 
nimmt eine besonders einfache Form an, wenn man 
\ zur x-Axe, g« zur y-Axe wählt, und die z-Axe un- 
verändert lässt, sie wird dann 2|iy = — z(a«4-b*)p. 




Fig. 25. 

£s existieren keine elliptischen Schnitte, also auch 
keine Kreisschnitte, dagegen gleichseitige Hyperbeln. 
Die Ebenen parallel der z>Axe schneiden Parabeln aus, 

yl* b* 

die wenn b^g' = — y* 1} ^^ *^uh* ^^ ^^^^ Axen 

ausarten. 

Zum Schlüsse dieses Abschnitts sei auf die vor- 
züglichen Modelle der Quadriks oder Konoide von 
L. Brill in Darmstadt hingewiesen. 
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IX, Abschnitt. 

Kabatnr. 



§ 43. Die Knbatnr der centralen Flächen. 
Es würde das einfachste sein, die Kubatur derF^ 
auf die Simpson'sche (Newton-Cotes)-Regel zu grün- 
den, aber die Ableitung der Kegel ist nicht einfacher, 
als die direkte Kubatur. Wir zerschneiden die Körper 
durch Parallel schnitte zu einer Kauptebene in Schichten, 
die, wenn die Schnitte hinlänglich dicht aufeinander 
folgen, als Cy linder betrachtet werden können. Sei die 
Fläche ein Ellipsoid : 

Wir nehmen als Grundfläche den Hauptschnitt z =.- 0> 
legen zu ihm parallel den Schnitt z = h, teilen h in n 
gleiche Teile, legen durch die Teilpunkte Parallelen zu 
z = 0, lassen n über jedes Mass wachsen, dann weicht 
die Schicht von dem Cylinder, dessen Grundfläche der 

Schnitt und dessen Höhe — ist, nur ab um eine in 

n ' 

Bezug auf die Schicht selbst verschwindend kleine Grösse, 

so dass wir die Zone zwischen z = und z ^ h als 

Grenzsumme der Cylinder ansehen können. Die k.- 

Cylinderschicht hat zur Grundfläche die Ellipse mit 

den Halbaxen a Vi j— ^ , b Vi ^—„ ihr Inhalt 

Simon, Analytische Geometrie des Raumes. 18 
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ist also a b ^ 1 1 j— j^ J und der Cylinder Cp = ab ^ — 

(1 — — j— I und der ganze Körper 

Die letzte Summe ist, wie aus den Elementen der Ste- 
reometrie bekannt, wenn n über jedes Mass gross, 
gleich Vs» ^^o: 

1) Zh=ab;fli(l-^). 

Dieselbe Formel, wie für die Kugelzone, abgesehen 
von der Verschiedenheit der Axen. Ist h = c, so er- 

2 

hält man für das halbe Ellipsoid 2»») V^ E = — abc ;f 

o 

und für das ganze 

2) V = -|^abc;r. 

Man hätte 1 und 2 auch aus der Abbilduug des 
Ellipsoids auf die. Kugel (s. Schluss des § 35) herleiten 
können. 

Für das einschalige Hyperboloid geht man von der 
Kehlellipse y = aus; die Gleichung ist 
X* y' z« 
a« b» ^ c« - ^• 
Man legt im Abstände y = h die Parallele zu y = 0, 
und sieht, dass sich nichts ändert, als dass das Vor- 
zeichen von h* von — in + übergeht, also: 

3) Zp = ac;rh(l+^) 

und das Stück zwischen Kehlellipse und h = b ist 
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4) V=^abc«. 

Für das zweischalige Hyperboloid berechnen wir die 
Kappe zwischen y = b und y = b + h, wenn 



hk 
n 





b« 


x« z* 

a' c« 


= 1 


die Gleichung. Der Schnitt in der Höhe 


zam Inhalt 


/2kh 
lk = ac;r^^^. + 


kz'\ 
n'bV 


und die Schicht ist ik 


-, also 




5) Kh = 


»c»h 1- 


+ 3b«j- 


ach'n 


3 b* 


und wenn h: 


= b 






6) Kh = 


4 , 
-ö- acbw 







(3b + h) 



ist also wiederum dem Ellipsoid mit den Axen a b c 
raumgleich. 

Für die Kappe des Ellipsoids zwischen z = c und 
z = h ergiebt sich durch Subtraktion von 2^) und 1) 
wenn c — h = d gesetzt wird : 

7) Kc = *-^(3c-d). 

Die Formeln für das Ellipsoid sind denen für die Kugel 
ganz analog und unterscheiden sich von den Formeln 
für die Hyperboloide auch nur durch das Zeichen. 

Der Ellipsoidsector; begrenzt von der Fläche der 
Kappe und den Radien nach der die Kappe abschnei- 
denden Ellipse besteht aus dem Kegel mit der Höhe h 
und der Kappe ist also gleich 
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|-hg + Ke=|hg + yE-Zh, also 

2 

8) Se= ö-ab;rd, 

wenn d die Dicke der Kappe; für die Kugel ist die 

2 
Formel von Archimedes — a. a. n d, beide Formeln sind 
o 

identisch, wenn man den Inhalt des zur Kappe gehörigen 

Hauptschnitts als f einführt, nämlich 




Fig. 26. 
8a) 8e=-|-^^- 

Der Sector des zweischaligen Hyperboloids ist 
(Fig. 26) gleich dem Kegel, der auf der Grundellipse 
der Kappe steht, vermindert um die Kappe 

3 



9) Sh = -K- a c ?r h. 



Die Formel ist also dieselbe wie beim Ellipsoid. Nennt 
man f den Inhalt der Ellipse, in welchem der Asymp- 
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totenkegel die Tangentialebene im Scheitel S schneidet, 
so ist f ^ a c TT und 

höhlt man die Kappe durch den inneren Kegel vom 
Scheitel S als Spitze aus, so ist für den Rest 
^ a c ;r h' 

10) ^ = ~Yh-- 

§ 44. Die Kubatur der Paraboloide. 

Das elliptische Paraboloid schneiden wir durch eine 
Ebene parallel zur Tangentialebene im Scheitel. War 
die Gleichung 

^ + ^ = -2pz = 2p'z, 

so ist das durch die Ebene z "= h abgeschnittene Stück 
eine Kappe, die Schnittfläche selbst eine Ellipse, deren 
Inhalt ab;r2p'h ist. (Zu bemerken ist; dass p' als 
reziproke Masszahl einer Strecke angesehen werden 
muss.) Zerschneidet man die Kappe durch n — 1 Pa- 
rallelschnitte in gleichen Abständen in n Teile, so ist 

k 
der k*® Querschnitt die Ellipse abc2p'h — , diebe- 
treffende Schicht, wenn n wieder ao gross wird; der 

k 
Cylinder a b c 2 p' h* — und die Summe 

11) Kp = 2p'ab h*;r 4" = P'abh«;r. 

Die Formel zeigt in der ersten Form, dass die 
Kappe dieHälite desCylinders ist, der ihre 
Qrenzellipseaufdie Tangentiale im Scheitel 
projiciert. 
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Die Ableitung dieser und der frülieren Formeln 
kann auch ohne Anwendung der Formel limes 

fnP + i p + 1 
erfolgen; oder richtiger, diese Formel kann auf geo- 
metrischem Wege hergeleitet werden« Die k Schicht 
z* B. des Ellipsoides liegt zwischen dem Cylinder mit 

h 
der Höhe — und der Grundfläche gk — i und dem Cy- 

linder mit der Höhe — und der Grundflache gk, da 

die Schnittflächen vom Scheitel aus beständig wachsen 
und so, dass die Zunahme im Einzelnen unmerklich ist. 
Es giebt daher zwischen gk — l und gk einen Schnitt Yk» 

so dass — yk genau gleich der Körperschicht ist. Wenn 

gk und gk — 1 unendlich nahe bei einander, so kann 
jeder Zwischenwert zwischen beiden als yk benutzt wer- 
den. Ein Zwischenwert zwischen (k — 1)* und k* ist aber 

i-(3(k-l) + 3(k-l)' + l) = i-[(k«)-(k-l)»] 

daraus folgt nnmittelbar 

n-iK« 1 

Ebenso ist -^ (2 k— 1) = k* — (k — 1)* ein Zwisohen- 

wert zwischen k und k — 1, also 
n-i k 1 



lim 2 -j = — und 



1 







n» 2 



-T- (k* — (k — 1) *) ein Zwischenwert zwischen k' und 
(k — l)», also: 
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n — 1 k» 1 

Um k2 — r = -r . • . 

P * 

Das hyperbolisohe Paraboloid: 

-^ — ^ = — 2pz = 2p'z. 

Man legt einen Schnitt parallel der y z-Ebene bezw. 
X = im Abstände h (aber da p' > im Abstände 
z= — h) und berechnet den Sattel zwischen den 
Ebenen z = 0, z = — h und der Fläche (Fig. 27). 



Fig. 27. 

Der Querschnitt ist das Stück der Parabel: 

y« h» 

|,=2pz~^=2pf 

h* 
(wo f = z + g ), welches zum Wert des f f ür z =0, 



d. h. zu f„ = 



2a''p 
4 4 



S Q Jo b 



gehört^ also seine Fläche 

h'b 1 /2yP _ 2 h« 
«- F^2a''p~ 3 a'p ' ^' 



3 2a«p 



200 Kubatur. 

also: 

2 h»b k» ^ ^ ^ 2 h»b h 

^^^ ^ "" 3 a»p • 4 "" 6 a»p- 

Die Formel 12) zeigt in der ersten Fassung den 
Satz: 

Der Sattel des hyperbolischen Parabo- 
loids, welcher durch einen Parallelschnitt 
zur Tangentialen im Scheitel abgeschnitten 
wird, ist V* des Cylinders, welcher die 
Grenzparabel auf die Tangentiale proji- 
ziert. 



Urteile ber treffe filier ^^Sammlung ®9f^en^^ 

5Dettt((ä^e Öe^reraeitg., ©erlitt: fRad& bett Mox^ 
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©ütitl^er itt aKüttd^cti ift, erfcä^cittt, fo ift öott öorn^crciti ju er* 
roartcti, bog ha^ ttur etttjo« ®utc^ fciit lattit. gebet, bet ba3 8u<^ 
lieft, ttjitb fe^ett, bog et fid^ itt biefet (gtiüattutig tiicfit getäufd^t f^at 

fludlattb: ftannt je i^ mir ein t&nä^ jn <l(e{!d|t gefornnten, hai 
tDte 9flebmaitit^d ,,ber menf i&liilte Mr|per uttb ^efunb^ett^Ie^re" auf fo 
Ileinetn Slcutti etti fo HoteiJ feilb öott betn SBau uttb ben Sll^ötigfeiten beS 
menWd^en ftlixptt^ geboten l^fttte. S^ ftel^e nid^t an, baiS SBetf c^en alS 
ein ffir ben ttnterrii^t j^dd^fit bran^bared ^u be^eid^nen. 

S3etl. |)biIoIog. SQßod^enfc^tift: ^tenbing, gried^ifd^e unb 
rdittifd^e äR^t^ologie* %it überaus fd^tt^ietige Aufgabe, ben tt^efent' 
lid^ften v^nbalt auf nur 140 ^leinoftaüfeiten überfid)t(id^ unb gemein* 
toer^ftttbtid^ bat^ufteHen, ift üon bem ^etfaffet bed tjotftel^enben, in bix 
befannten S(tt ber „©ammlung QJöfc^en" auggeftattcten SBüc^lein« in 
l^dd^ft auerfennendtoerter SBeife gelüft worbett« 

Seitfc^t. f. btfdb. Untettic^t: ®ie ^^^Ht^oc^bentfc^e Sitterotur" 
©d^auffletS ift eine ^od^erfrettüile &aht; fie bctu^t übctaü auf ben 
«eueften gotfd^ungen unb gtebt ha^ SBid^tigftc in fna^pftet gotnt. 

Statut: (Sd ift getabe^u etftounlii!^, toie eS ber tül^mlic^ft belannte 
IBetlag etmöglid^t, für fo eit^rw billige greife fo iior$figlid) andgr- 
ftattete SBerii^eit p liefern. ^(^ t)otIiegenbe iBänbd)en btingt in 
fnapptx unb betjlönbtid^et 3rorw baö aCBiffenötoettefte ber SÄineralogte 
5unt ^luiSbrudf. @aubere ^bbtlbungen erleichtern ha» S3erftänbni§. 

@llobui$: & ift erftanitli^, wie niel biefe fleine i^artenfunbe 
bringt, ol^ne an ^tarl^eit ju tyttlintn, toobei noc^ ju berüdfid^tigen ift, 
ba6 tiiele 9(bbilbnngen htn Siaunt ftarf beengen, »ortrefflii^ toirb 
bie ftartentiroieltiondle^re unb bie ^o|iogra|i$ie gefi^ilbert. 

S^ationaljeitg.: (Sd ift bid |c^i in oer oeutfi^en Sitteralttr 
IDO^I noi^ nid^t bagemefen, ba^ ein fieintoanbbanb t)on faft 300 Seiten 
in Dorjügtid^er %Tnd* unb $apierauigftattung 5U einem $retiS p l^oben 
toar, toie ibn bie ,,6ammlung @)öfc^en'' in il^rem neueftett ^ar&t, 9Ros 
ftodfd ®efdtid|te ber bentfd^en Sttteratur für ben S3etrag Don fage 
^^H^9 Pfennige ber beutfc^en Sefernielt bietet. 

ßei^j^iger 3eitung: 2Bcr fid^ rofc^ einen guten Ueberbtidt über 
baiS ®ebiet ber beutfdfien^elbcnfage oerjdjaffen miß, ol^ne eigene 
itttenfiDere ©tubien mad^en ^u fönnen, ber greife getroft 5U bem SBüd^tein 
bon Siricge!. 

^raft. ©d^ulmann: @in aReifierftüd Inrjen unb bflnbigen, 
uttb bod^ Haren unb tiielfagenben Slndbrndd toie bie ^^eutfc^e 



8ttteraturijef(f)ttf)tc" öon $rof. SD^. Äod^ tp anA hk öorlicacnbe «2)ettif*e 
©cfc^ii^tc im mitttlalttt". ^ • ^ ö ff i»^ 

S^otur: 3n her S^cmte t)on Dr. ÄIctn empfängt ber ©d^üter faft 
mt% toie er al§ Slnfanger Bebarf, minbeftenS aber fo Diel, ba^ er ba3 
SBiffen^toürbtgfte at§ unentbehrliche ©runbtage jnm SJerftäitbniffe ber 
©Hernie empfängt. . . 

Äunft f. SlUe (aßünt^cn): Ä. Äimmid^ ht^mhtit in feinem 
SBftnbd^en, ^^Seic^cnfd^ule" htnannt, in fnapptv, fetniger, fad^liil^« 
Siclbcwttßter gorm boS meite ©ebiet beS bifbmößigen geid^nen? 
unb SDiJalenS. . . . ©leid^ nu^bringenb nnh in reid^ftem SDfiage bilbcnb . 
für Se^rer, Sd^iWer unb SiebfiaberKlnftler, m&ö^tt id^ bal wirflici^ 
Dorjäglid^e SBerf mit marmen anerfennenben SBorten ber (Sin- 
fü^rung in ©d^ule, §aul unb 2Berfftatt jugänglid^ mad^en. S)ie Slu§- 
jtattung ift babei eine fo öornel^me, bog mtr ber $rei§ Don 80 Pfennigen 
für bo§ gebunbenc SBerf üon 138 Seiten H. 8* ttjirflid^ lödfterlic^ biitig 
erfc^eint. S^iid^t tueniger a\9 17 tafeln in S:on-, garben- unb ©olbbrudf, 
ffomie 135 SSoII- unb ^^ejtbilber illuftrieren ben än§erft gefuuben Sel^r» 
gang bieier 3ci«^enfc^ule in feinfü^Ienber SBeife. 

©cörnftb. SÄerfur: ?ßrof. @, a^ialfler in Ulm legt nn^ dat 
^arftellung ber ebenen ©eumetrte öor, bie big jur toSmeffung beS 
Äreife§ dufd^Iieglid^ gel^t. iBefonbere ©orgfolt ift ber ^uSma^l unb 
Slnorbnung ber giguren 5U teil getoorben, bereu foubere Slu^fü^rung 
in 2 fjorben angene!ftm berül^rt. 

® 1 b u 8 : ^ocrneS, Urgef ci^iii^te. S)er betoö^rte gorfd^er auf tior- 
gefii^tc^tni^em Gebiete giebt ^ier in fnoppfter gorm bie lefirreid^e ßu- 
fammenftettunp beS 3Siffen3merteften ber Urgefd^ic^te. ^nttteffltt^ ge- 
eignet jur ^tnfü^rung unb 5um Ueberblicf. 

Sal^relberic^teberöefd^idfitgttJiffenfd^aft: kommet, 
auf bem (Gebiet ber altorientotifdfien @efd£)id^te eine ancrfonnte Stutoritöt, 
bej^onbelt in biefem 93änbd^en bie morgenlönbif d^e ©efd^ic^te 
mit großer ©enauigfeit unb miffenfc^aftlii^er @rünblid)!eit in fna|)pfter 
gorm. S)al fleine iödd^lein mug toarm empfohlen »erben. 

Spagr. 3tg. (SBiffenft^.JBeii.): ,,S)ic^ilott5e"ttottDr.(S,2)cntiert 
fönnen »ir beftenS empfel^len. 3n für^efter, fnappeftcr, fe^r flarer nub 
Hevftaublic^er gorm toeife fein Serfaffcr otteS Söiffenötoertefte über bzn 
inneren unb äußeren 93ou unb über bie ScbenSöerric^tun^en ber ^Sflange 
jur ^nfd^auung ju bringen, toop feine gouä DortreffUd^en, fe(bftge» 
Setd^neten Se£tabbt(bungen augerorbentlid^ öiel beitragen Reifen. 

@c^mäb. äJ^er !ur: ^ie 92dmifd)e ^Uertumi^funbe oon Dr. Seo 
JBIodft beftanbelt fur^ unb flar bie Sßerfaffung§gcid^idf)te, bie ©taat§* 
gemalten, ^eermefen, 9lec^t§pflege, ginangmefen, ^ItuS, ba§ ^au§, bie 
Äleibung, bie ^eftattung unb anJbere öffentlid)c uub pu^Iic^e ©inric^^ 
tungen ber Siömer .... 

SBeimarfc^e 3eitg.: SBoW^ortaeb. 2Jlit biefer Ueberfefeung 
ttjirb un§ eine ^ocftmiHfommene unb Don Sitteraturfreunben längft cr^ 
feinte &abe geboten. . . . SSon einer guten UeberSe^ung ift ^u ocr* 
langen, boft fie, fintt= itnb ^uglcidfe mögHd)ft mortgetren, oftne bem Ur* 
te£t, mie ber beutjc^en ©pradtie ©ewalt ouäutl^un, ben ßJeift be3 Original« 



ax nah ungetrüBt toteberfpiegele. tiefer ^orberttttg geredet sn iwrbett, 
at mtfio\ in meifterl^after SBeife tierfianbett. 

iBUtter f. b. ba^r. ®btnn.'»@(j^ttIto.: @ti»oboba, ^ftted^. ®e- 
i^ici^te^ @d^on bcr 9'Jame unb ocr 8fiuf bc3 SSerfajfcr« bürat bafür, bo6 »ir 
id^i ettua bIo| eine trotf ene ^ontpilotion Dor und ^oben, mttaU geigen {til^ 
ie S^ttten ferbftSnbtger Arbeit 

$ra!t. Schulmann: ^t^fert^ ^d^nlptü^». (B^ n)trb in ge» 
rSngtetr ^arftettnng ein reitJ^et^ t»ofii\>nväjHd^ttt, ben neneften 
ttbogogifi ^eti geffrebttttgen gereii^t toe rbenber ^nl^ttU geboten nnb 
ir ben, bf ' "- •> -^r* 

ad^meife. 

Seil 
er rül^rtj 
(ritl^mett 
Ddbgead^t 
ragen . , • 

avL be§ d 
ttögtid^ft 1 

afete. -i \ 

frof, Jr^i 
luöftattn . 
ei(()en tii( ' 
»rientterc 
®rei 
Heinpaur \ 

ine %vMi 
intgcrmaf 
•erfcfaaffeni . 
3üd)er üb 
tu^gebreiti 
'luöbaucr 
lejc^iicft 5U 

©tO( 

leiftooOe 

5nbe mit 

>e§ römi)( 

laupt beffi 

tunbigeül ^ ^. .^ ,^... 

3J^eteoroIogt{c6e Seitfcftrift: Erobert l^at in bcr SReteo- 
'oloflie jcine fcömierigc Aufgabe öortrefflicft gelöft. 3n allen grogen 
)ertrttt er ben ncueftcn unb testen (Etanbpunft. 

©d^iDeigerifcfte öe^rerjeitung: 2Scr bie ^erf|>eftit>e 
)on Sret)berger unb bo§ ©eometrifiHe Seidmen Don iBecfer 
)urd),]eljt, tt)irb feine greube baran ^abcn @o öiel für fo menig @elb 
oirb tüo^I faum anberSmo geboten. 3)ie Sßwftrotionen fiab fauber 
mb ejraft. %tx %tT:i tft fnapp unb flor unb aud^ ha, too er me^r an- 
'eutct atg augfübrt, onregenb. 
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